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Wstep

Ponizsza praca rozwaza pewien szczegdlny model regresji nieliniowej zastosowany w przy-
padku, gdy zmienna losowa ma rozktad beta lub gamma. Warto w tym miejscu wspomnie¢,
ze podany model nie zawiera si¢ w klasie jak dotad rozpatrywanych modeli. Podobne do ana-
lizowanych modele nie sa badane w obszernej monografii Wei (1998). Autor ten rozwazal w
swojej ksigzce pewna rodzing rozktadow wyktadniczych. Poniewaz nasz model nie nalezy do
rozpatrywanej przez Wei rodziny, otrzymane w tej monografii rezultaty nie maja zastosowa-
nia, na przyktad, przy analizowaniu asymptotycznych badz innych wtasnosci analizowanych
w tej pracy modeli.

Rozprawe te mozna tez traktowac¢ jako rozwinieciwe rezultatéw uzyskanych przez Wedder-
burna (1976), ktéry podal pewne wyniki dotyczace zagadnienia gamma-regresji w uogdlnio-
nym modelu liniowym. Analizowal jednoparametrowg rodzine rozkltadéw gamma z parame-
trem ksztaltu. Rozwazany model jest uogélnieniem wynikéw Wedderburna, ze wzgledu na
jednoczesne estymowanie parametrow skali i ksztattu.

Estymatory najwiekszej wiarygodnosci w dwuparametrowym modelu gamma regresji byty
takze badane przez Bowmana i Shentona (1982, 1983, 1988, 2002). Rozpatrywali oni pa-
rametry ksztattu i skali. Prezentowane wyniki sa uogélnieniem ich wynikéw. Stad wyniki
rozdziatu 2 mozna traktowaé jako uogolnienie rezultatow tych autorow.

Zagadnienie znalezienia estymatorow najwiekszej wiarygodnosci w modelach regresji nieli-
niowej, tak jak i bogata literatura odnoszaca sie do tego problemu znajduja sie w monografii
Sebera i Wilda (2003). Jednakze takze i tu, jak réwniez w przegladowej ksiazce Ratkow-
sky’ego (1990) nie znajdziemy modeli zaprezentowanych w rozdziale drugim i trzecim tej
rozprawy.

W rozpatrywanym w pracy modelu rozpatrujemy zmienne losowe niezalezne, ograniczone
w pewnym, z gory zadanym przedziale. W obu przedstawianych przypadkach, to jest w
przypadku rozktadu beta i gamma zmienne losowe charakteryzowane sa przez pewne dwa
parametry. Zastosowana metoda pozwala nam na zalozenie, ze jeden z parametrow zadany
jest przez sume pewnej ustalonej liczby funkcji liniowo niezaleznych. Nastepnie estymujemy,
korzystajac z metody najwiekszej wiarygodnosci, parametry charakteryzujace modelowany
przez funkcje parametr oraz drugi z wystepujacych w analizowanych rozktadach parametr.



W pracy wykazano, ze w powyzszych modelach beta i gamma regresji istnieje doktadnie
jeden estymator najwiekszej wiarogodnosci rozpatrywanych parametréow.

Wykazano takze, ze otrzymane esymatory, jezeli tylko spetniaja dos¢ naturalne zatozenia, to
sg zgodne oraz asymptotycznie normalne.

Uzyskane rezultaty zostaly opublikowane (Rydlewski (2007, 2009)).

Pierwszy rozdziat tej pracy zawiera wstep do omawianego zagadnienia. Przypomniano w nim
poczatki metody regresji. Omowiono ogdlnie metode najmniejszych kwadratow oraz pokry-
wajaca sie z nig w standardowym przypadku normalnym metode najwigkszej wiarygodnosci.
Przypomniano najwazniejsze, klasyczne wyniki uzywane do badania asymptotycznych wta-
snosci estymatoréw najwiekszej wiarygodnosci w regresji nieliniowe;j.

W rozdziale drugim rozpatrzono model gamma-regresji. Udowodniono istnienie doktadnie
jednego maksimum funkcji wiarygodnosci w tak zdefiniowanym modelu.

Rozdziat trzeci zawiera analogiczne wyniki dla modelu beta-regresji. W ostatnim rozdziale
czwartym analizowano najwazniejsze z asymptotycznych wtasnosci badanych estymatorow.
Podano zatozenia gwarantujace ich zgodno$¢ oraz asymptotyczng normalnosé.



Rozdziat 1

Wprowadzenie - przeglad klasycznych
podejs$¢ do regresji

1.1 Regresja nieliniowa

Jednym z waznych zadan statystyki jest znalezienie mozliwych zaleznosci istniejacych po-
miedzy zmiennymi, z ktérych przynajmniej jedna jest zmienng losowa. Podlega ona pewnym
losowym “fluktuacjom“ oraz by¢ moze w dodatku jej pomiar obcigzony jest btedem. Zwykle
w problemach regresji jedna ze zmiennych (zmienna zalezna lub zmienna obja$niana) ozna-
czana najczesciej przez y jest "ksztaltowana” przez zmienne oznaczane najczesciej przez
x1,..,Tx Nazywane zmiennymi objasniajacymi (zmiennymi niezaleznymi lub regresorami),
ktore maja wyjasni¢ zachowanie zmiennej y. Jesli dane sugeruja zaleznos¢ pomiedzy y i
x1, .., T to chcemy okresli¢ te relacje za pomoca pewnej funkeji

y = flx1, .. zp), (1.1)

co pomoze przewidzie¢ y dla danych xq, .., x;. Taka zaleznos¢ nigdy nie bedzie spelniona
ze wzgledu na niewyttumaczalne “fluktuacje® czy btedy pomiaru. Czesto znana jest postac
matematyczna zaleznosci (1.1), za wyjatkiem parametréw lub tez zaleznos$é jest okreslona
przez proces fizyczny czy pewne prawo. Innymi stowy (1.1) przybiera postaé

y~ f(xq,.., x5, 0), (1.2)

gdzie 0 = (04, ...,0,,) jest parametrem, ktéry nalezy estymowaé. Bedziemy zajmowaé sie
przypadkiem, gdy znana jest f. Przypadek, gdy f nie jest znana i dokonujemy estymacji w
przestrzeni nieskonczenie wymiarowej jest przedmiotem badan regresji nieparametryczne;j.
Nie bedziemy go analizowa¢ w tej pracy. Zwykle, szczegélnie analizujac dane biologiczne,
mamy mala wiedze na temat lezgcych u ich podstaw proceséw, dlatego tez nie wiemy jaka
ma by¢ f i naszym celem jest znalezienie funkcji, dla ktérej (1.2) jest speliona chociaz
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w przyblizeniu. Gdy wiele modeli pasuje do danych, to wybieramy model najprostszy. W
regresji liniowej przyjmujemy, ze zalezno$é (1.2) ma postaé

Yy = 90 + 613}1 + ...+ Hm,lxm,l (13)

to znaczy funkcja f jest liniowa ze wzgledu na wektor parametréw, a btedy sa addytywne,
czyli rozpatrujemy model

Yy = 90 + 91%1 + ...+ emfl.’ﬂmfl + €, (14)

gdzie Ele] = 0. Regresja liniowa pozwala na rozpatrywanie wielu probleméw. W dodatku,
zagadnienie regresji liniowej jest bardzo dobrze opracowane, w przeciwienstwie do regresji
nieliniowej. Ze wzgledu na brak nie tylko jednolitej teorii, ale takze wielu potrzebnych do
analizy statystycznej twierdzen, o ile tylko jest to mozliwe, dokonuje sie linearyzacji modelu
nieliniowego. Modele nieliniowe uzywane sa, gdy ich zastosowanie wynika z rozwazan teore-
tycznych lub gdy sugeruje to nieliniowa zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi. Modelu nieliniowego
mozna uzy¢ nawet, gdy model liniowy dobrze okresla zaleznos$ci miedzy zmiennymi. Wtedy
moze si¢ zdarzy¢, ze to model nieliniowy stuzy czytelng interpretacja parametréw i to on
zostanie zastosowany.

Przyktad 1.1.1 (Seber i Wild (2003)). W pewnych zagadnieniach termodynamiki mowi sie
0 procesie termodynamicznym w gazie, czynigceym zado$¢ rownaniu politropy. Dla danego
gazu trzymanego w stalej temperaturze zaleznos¢ pomiedzy objetoscig v @ ciSnieniem p ma
postaé pv” = c. Przyjmujgc y = p i x = v ' otrzymujemy y = f(x;c,y) =~ cx?. Tu v jest
stata dla kazdego gazu, a naszym zadaniem jest jg wyestymowac z danych. Ten model jest
nielintowy, ze wzgledu na parametr . Logarytmujgc powyzszq rownosé 1 ktadge y = Inp 1
r = Inv otrzymujemy
Yy~ a+ fr,

gdzie o = Inc oraz B = —. Teraz model jest liniowy ze wzgledu na nieznane parametry o i

3.

Decyzja o ewentualnej linearyzacji zalezy od tego czy umiemy jej dokona¢, od problemu,
ktorym sie zajmujemy oraz od rodzaju bledéw, o czym dalej jeszcze bedzie mowa.

Przyktad 1.1.2 (Seber i Wild (2003)). Podczas nieodwracalnej reakcji chemicznej substancja

A zmienia sie w substancje B, ktora z kolei zmienia si¢ w substancje C. Niech A(t) oznacza

ilo$¢ substancyi A w momencie t. Zmiany podczas reakcji okresla réownanie rozZniczkowe
dA(t)

S A
dt O1A(1)

dB(t)
= = 0A(1) — 0:B(1)



dc(t)
= = 0B().

Przyjmujgc A(0) = 1 otrzymujemy B(t)

B(t) (exp(—0at) — exp(—b;t)) .

_ 1
0, — 0,

Tym razem zalezno$¢ pomiedzy B it jest nieliniowa ze wzgledu na 6, i 6. Nie da sie zli-
nearyzowa¢ tego modelu zadnym przeksztatceniem. Tego typu modele nazywamy modelami
istotnie nieliniowymi (ang. intrinsically nonlinear). Zauwazmy, ze w powyzszych przyktadach
zaktadalidémy, ze x jest mierzony doktadnie, nie ulega zadnym fluktuacjom. Czesto musimy
jednak zaktadac, ze x takze moze by¢ zmienng losowa, a w dodatku zaréwno y jak i x moga
by¢ mierzone z btedem. Tego typu modele nalezy modelowaé w inny sposob.

1.2 Opis modeli

Opiszemy teraz pokrotce model z regresorami mierzonymi bez btedu z obarczong addytyw-
nym btedem zmienng zalezna. Zatézmy, ze znamy wartos¢ oczekiwana zmiennej zaleznej,
tymczasem ze wzgledu na fluktuacje czy btedy pomiaru rzeczywista wartos¢ zmiennej loso-
wej to y. Mamy E[y] = . Nasz model ma postaé

y:f(x,6)+e,

gdzie FEle] = E[y — u] = 0. Zakladamy takze, ze znamy x4, x, ..., x; dokladnie, czy tez uzna-
jemy nasz pomiar tych wartosci za wystarczajaco doktadny.

Mozna tez uznaé za zasadne, by traktowaé¢ z jak zmienng losowa. Zatozmy, ze znamy zalez-
nos$¢ funkeyjnag pomiedzy realizacjami dwoch zmiennych

p=f,0). (1.5)

Jednak obie mierzone sg z btedami, tak wiec obserwujemy x = 1 + 0 oraz y = u + €, gdzie
E[d] = Ele] = 0. Mamy
y:f(¢79)+€:f($_579)+5

Korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej, otrzymujemy
flx=6,0) = f(x,0) — 6f'(z,0),
gdzie T znajduje sie pomiedzy x i z — §. Otrzymujemy teraz
y=f(z,0) —6f'(Z,0) +e= f(x,0) +

Roéznica pomiedzy tym modelem a poprzednim polega na traktowaniu x jak zmiennej loso-
wej, w dodatku zwykle E[e] # 0. Troche inny model otrzymamy, gdy potraktujemy (1.5) jako
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zalezno$¢ miedzy zmiennymi losowymi a nie ich realizacjami. W odréznieniu od poprzedniego
modelu otrzymujemy inng strukture €. Mozna jeszcze na inne sposoby modelowaé zaleznosci
miedzy zmiennymi lub ich realizacjami (Seber i Wild (2003), Ratkowsky (1990)). Najwazniej-
szym jest z pewnoscia uogélniony model liniowy (Nelder i Wedderburn (1972), McCullagh i
Nelder(1983)).

Ely|z] = .
oraz
g(pz) = a+ 'z,

gdzie rozklad zmiennej losowej y nalezy do rodziny wyktadniczej rozktadéow. Wystepujaca w
powyzszym wzorze funkcje g nazywamy funkcja taczaca (ang. link function). Procedura line-
aryzacji modelu polega na tym, ze nieliniowa zaleznos¢ miedzy y i = przeksztatcamy, w celu
uzyskania zaleznosci liniowej, otrzymania bledéw, ktére w przyblizeniu majg rozktad nor-
malny lub w celu uzyskania stalej wariancji btedu. Nastepnie korzysta sie z rozbudowanego
aparatu uogé6lnionego modelu liniowego. Zwykle dane przeksztatcenie linearyzujace pozwala
tylko na osiggniecie jednego z tych celéw. Problem niestaltej wariancji btedu mozna rozwig-
za¢ przez wazenie. W modelach liniowych bliski normalnemu rozktad btedéw jest wazny,
bo pozwala na wycigganie wnioskéw z matych probek. W modelach nieliniowych prawie wy-
tacznie polegamy na wnioskach uzyskanych przez stosowanie asymptotycznych rezultatow do
skonczonych probek i nie mozemy pozwoli¢ sobie na ”luksus” ignorowania modeli z btedami
o asymptotycznie niegaussowskim rozktadzie. Czesto zdarza sie, ze parametry zlinearyzo-
wanego modelu nie sg interesujace tak, jak przed zlinearyzowaniem, na przyktad nie maja
zadnej fizycznej interpretacji. Oznacza to, ze w podobnych przypadkach warto sprobowaé
zastosowa¢ metody regresji nieliniowej. Poza tym, jak pokazuje Przyktad 1.1.2, niektorych
modeli nie da sie zlinearyzowac¢. Do takich wtasnie modeli istotnie nieliniowych naleza oba
modele rozwazane w rozdziatach 2 i 3.

1.3 Metoda najmniejszych kwadratow

Po raz pierwszy w publikacji metody tej uzyt A. M. Legendre w dodatku do swojej ksigzki
“Nouwvelles méthods pour la détermination des orbites des cometes”. Ksiazke wraz z suple-
mentem opublikowano w 1805 roku, tymczasem w wydanej w 1809 roku “Theoria Motus “
G. F. Gauss stwierdzil, ze uzywa metody najmniejszych kwadratéw od roku 1795. Nie roz-
strzygajac sporu o autorstwo metody, przejdzmy do jej opisu w przypadku nieliniowym.
Mamy n obserwacji (z;,v;), ¢ = 1,2,...,n, ktére pochodza z modelu o regresorach mierzo-
nych bez bledu. Zaktadamy, ze znamy nieliniowg zalezno$¢ funkcyjna f miedzy zmiennymi,
a takze addytywnos¢ btedu

yi = f(xi,600) + €,

10



gdzie Ele;] = 0 oraz 0, to prawdziwa warto$é parametru 6 nalezaca do © C R™. Otrzymany
metoda najmniejszych kwadratéow estymator 6y oznaczany przez 6, minimalizuje dla 6 € ©
sume btedéow kwadratowych

S%(8) = >l — (O
i=1
W przeciwienstwie do liniowej metody najmniejszych kwadratéw S(6) moze posiadaé wiele
miniméw lokalnych.
Zakladajac, ze ¢; maja taki sam rozklad i sa wzajemnie niezalezne oraz maja wariancje o2,

przy pewnych zalozeniach o regularnosci, 6, oraz s, = ~—*

sg zgodnymi estymatorami 6y
i 02. Ponadto przy kolejnych zalozeniach, §n ma roAzklad asymptotycznie normalny. Gdy
dodatkowo zatozymy normalny rozktad btedéw, to 6, jest takze estymatorem najwiekszej
wiarygodnosci.

Gdy f(z;;0) sa rézniczkowalne ze wzgledu na 0 oraz @L €int O, tomamy dlaj=1,2,....m

05(0),  _
59 1. = (1.6)

Niech fz(e) = f(xue)v f(e) = (f1(9)7 ) fn(e))T oraz

P =20 _ [ (2]

F'=F'(6y) i F' = F'(6,).

Otrzymujemy
SO) =y = FOI [y = FO) =y — FOI*
Z (1.6) wnioskujemy

i afi(6 .
S hon 28— o =1m (1.7)
i=1 J
czyli
BT (y = f(82) = Fe=o.
Gdy

Pp— P ( P ﬁ/) L
jest idempotentng macierza bedaca ortogonalng projekcja R™ na przestrzen rozpicta przez
kolumny macierzy F”, to powyzsza réwnos¢ (1.7) mozna zapisaé w postaci

Pre=0.
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Sa to, tak zwane, rownania normalne dla modelu nieliniowego. Zwykle nie da sie rozwiazac
ich analitycznie, musimy wiec korzysta¢ z metod iteracyjnych.

Wazona metoda najmniejszych kwadratow, zwana tez uogoélniona metoda najmniejszych
kwadratow, stosowana jest, gdy nasz model ma postaé

y=[(0)+e, (1.8)

gdzie Ele] = 0 oraz Varle] = 0%V, przy czym o jest znana, a takze V jest znang macierza
dodatnio okreslong. Naszym zadaniem jest teraz zminimalizowanie funkcji

SO) =y FO)V 'y - f(O)).

Dokonujac dekompozycji Cholesky’ego macierzy V dostajemy V = UTU, gdzie U jest ma-
cierza trojkatng gérng. Mnozymy nastepnie obie strony réwnosci (1.8) przez B = (UT)™1 i
otrzymujemy

z=g(0) + ¢,

gdzie z = By, g(0) = Bf(0) i « = Be. Mamy E[t] =01V (1) = 0*?BV BT = ¢%I, a ponadto
SO) =y = FOI"'V Ty = fO)] = [y — FO)) B Bly — f(0)] = [z — g(0)]" [z — 9(0)].

Teraz mozemy nasz przeksztatcony problem rozwigza¢ metodami zwyktej metody najmniej-
szych kwadratow.

Przejdziemy teraz do krotkiego przegladu asymptotycznych wtasnosci estymatorow otrzy-
manych metoda najmniejszych kwadratow.

e 71. Niech ¢;, ©+ = 1,2,...,n bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, ktére majg taki
sam rozklad, Fle;] = 0 oraz Vl]e;] = 0% > 0.

e 72. Funkcje f;(0), 1 =1,2,...,n, sa ciagle ze wzgledu na 0, gdzie 6 € ©.
e /3. Zbiér O jest zwartym podzbiorem R™.

Twierdzenie 1.3.1. (Jennrich (1969)) Przy zalozeniach Z1., Z2. i Z3. estymator najmniej-
szych kwadratow istnieje.

Wypiszmy kolejne zatozenia
e Z4a. Potozmy i
An(0,01) = > fi(0) fi(01).
i=1
Niech £A,(0,0;) zmierza jednostajnie do A(6, 6,) dla wszystkich 6,60, € ©.
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e 7Z4b. Funkcja D(6,0) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 6 = 60y, gdzie D(0,6,) to funkcja
bedaca jednostajng granicg ciggu funkcji %Dn(ﬁ, 01), gdzie

n

D, (0,0,) = Z (fi(0) — fi(el))z‘

i=1
[stnienie granicy z warunku Z4b. wynika z Z4a.
e 75. D,(0,01) — oo, gdy n — oo dla wszystkich 6,0, € © takich, ze 6 # 6.
e 76. Kazda ¢; jest ciggly zmienng losowa o wartosciach w R.

Twierdzenie 1.3.2. (Jennrich (1969)) Jesli Z1., Z2. i Z3. sq spelnione, to Zja. i Z4b.

S(a

stanowiq warunek wystarczajgcy, aby Hn i o2 byty silnie zgodnymi estymatorami 0y 1

o2,

Jesli w Z3. zatozymy ponadto, ze © jest zbiorem skonczonym, to jak pokazat Wu (1981) Z5.
jest warunkiem wystarczajacym na to, by 5n byl zgodnym estymatorem 6. Przy zatozeniu
76. to 7Z5. staje sie warunkiem koniecznym i wystarczajacym silnej zbieznosci. Ponadto Wu
udowodnil, ze przy zatozeniach troche stabszych od Z1., Z2., Z3., przy zatozeniu Z6. oraz
przy zaltozeniu, ze €; maja skonczona informacje Fishera warunek D, (0,0;) — oo jest wa-
runkiem koniecznym do istnienia jakiegokolwiek stabo zgodnego estymatora 6.

Nie zawsze tatwo jest zrewidowa¢ podany wyzej zbior warunkéw gwarantujacych silng zbiez-
nos¢, dlatego tez istnieja alternatywne zbiory warunkéw, wygodniejsze do sprawdzenia przy
réznych modelach. Mozna je znalezé w Seber i Wild (2003), Crowder (1986), czy Malinvaud
(1970a).

Podamy teraz warunki na asymptotyczna normalnos$¢ nieliniowego estymatora najmniej-
szych kwadratéw za Amemiya (1983). Inny zbiér warunkéw pochodzi od Jennricha (1969).
Wypiszmy najpierw zatozenia.

e /7. 6y nalezy do wnetrza zbioru ©.

e /8. Pochodne fz 9) oraz ngbe dlai=1,...,noraz r,s = 1,...,m istniejg oraz sa ciagle

dla wszystkich 0 E Oy, gdzie Oy C O jest otwartym otoczeniem 6.

e 79. Wyrazeme L3 afl ag;(ﬁ) jest jednostajnie zbiezne w 6 dla wszystkich 6 € O

do pewnej macierzy Q(Q)

2
e 710. Wyrazenie %Z?:l [g;{ia(gr)] jest jednostajnie zbiezne w 6 dla wszystkich 6 € O
dlar,s=1,....m

e 711. Macierz Q = Q(fy) jest nieosobliwa.
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Twierdzenie 1.3.3. Przy zalozeniach Z1.-Zj. oraz Z7.-Z11. estymator najmniejszych kwa-
dratow jest asymptotycznie normalny

V0, — o) ~ N,y (0,020

oraz 1F’(9 VYL (0 ) jest silnie zgodnym estymatorem Q. Innymi stowy estymator 6, ma dla
duzych n w przyblizeniu rozktad postaci

6, ~ N, (eo, o? (F’(@O)TF’(QO))_1> .

Troche inny zestaw na asymptotyczna normalno$é podal Jennrich (1969), ktéry zastapit
warunki Z9. i Z10. warunkiem Z12.

o 712. Wyrazenia + " | g;(0)h;i(6:), sa jednostajnie zbiezne dla Wszystkich 0,0, € O,

0fi(9) 9% fi(0)

56, Oraz 55 5o~ ) dla r,s =

gdzie za g;(0), h;(01) podstawiamy kazda z funkcji f;(0),
1,...,m.

Estymator §n chociaz asymptotycznie normalny, nie jest jednak zwykle asymptotycznie efek-
tywny. Asymptotyczng efektywnosé uzyskamy, gdy dodatkowo zatozymy normalny rozktad
bledow.

Inne warunki na asymptotyczng normalno$é zawarte sa w pracy Malinvaud (1970b) oraz
Gallant (1987, Rozdzial 4) oraz White i Domowitz (1984). Podsumowanie tych i innych re-
zultatéw zawiera Bunke iinni (1977), Bunke i Schmidt (1980) oraz Zwanzig (1980) i Amemiya
(1983), w ktérych to pracach dopracowano przypadek wazonych najmniejszych kwadratéw
oraz nieidentycznego rozktadu btedéw (White (1980)). Zupemie inne podejscie zaprezentowat

Johansen (1983), ktory ustalit n i zmierzal do zera z o

1.4 Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Metode najwiekszej wiarygodnosci po raz pierwszy zaproponowal Fisher (1922). Estymato-
rem najwiekszej wiarygodnosci parametru # nazywamy warto$¢ parametru, w ktorej funkcja
wiarygodnosci przyjmuje wartos¢ najwieksza

6, = arg max L,(x;0).

Niech taczny rozktad zmiennych losowych €; w modelu regresji o statych regresorach jest
znany i taki sam. Oznaczmy funkcje gestosci przez g ( ) Niech ¢; bedg ponadto wzajemnie
niezalezne. Funkcja wiarygodnosci przyjmuje wtedy postaé

n

Ln(yl0, o H%g (—IQ>> -

=1
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Zostang teraz pokrotce omoéwione dwa przypadki. Pierwszy ma miejsce, gdy btedy maja
rozktad normalny, a drugi gdy kazdy inny.
Gdy btedy maja rozkltad normalny ¢; ~ N(0,0?), to

24 o
=1

L. (y|0,0%) = (27r02)_% exp (—1 Z i f(fl’e)] > :

Mozna teraz tatwo pokazaé, ze otrzymane metoda najmniejszych kwadratow estymatory
@L i02 = @ okazujg sie by¢ poszukiwanymi estymatorami najwiekszej wiarygodnosci
parametréw 6 i o?.

W przypadku, gdy y; maja rézny rozkltad, ze wzgledu na rézne ¢;, nie mozemy stosowac
standardowych metod dla estymatoréw najwiekszej wiarygodnosci.

Gdy rozktad btedéw nie jest normalny, to nie mozemy skorzysta¢ z wynikéow otrzymanych
dla metody najmniejszych kwadratéw. Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy logarytm funkeji
wiarygodnosci jest dowolng funkcjg wartosci oczekiwanej zmiennej zaleznej, tzn. In L, =

In L, (£(9)), edzie Ely] = £(6).

Poszukujemy rozwiazan rownosci

Oln L,
0 0.

Tym razem w ogélnym przypadku zwykle nie znajdziemy analitycznego rozwigzania. W

zwigzku z tym jestedmy zdani na metody iteracyjne. Poza tym, by¢ moze rozwigzanie pro-
blemu nie istnieje albo istnieje ich wiele. Zwykle uzywa si¢ do tego celu, tj. znalezienia
rozwigzania, metody Newtona, zwykle w literaturze statystycznej w zastosowaniu do tego
problemu, nazywanej metoda Newtona-Raphsona. W efekcie w zasadzie dla kazdego modelu
z osobna nalezy badac¢ wlasnosci asymptotyczne estymatora najwiekszej wiarygodnosci. Gdy
rozktad bledéw nie jest normalny, lecz funkcja wiarygodnosci jest znana funkcja E[y], to na
przyktad takie metody, jak wazona metoda najmniejszych kwadratéw takze moga zostaé
uzyte do znalezienia estymatora. W takim przypadku jednak nie istnieja ogdlne metody
sprawdzenia, czy estymator najwiekszej wiarygodnosci istnieje, czy istniejacy jest jedyny,
czy jest zgodny i asymptotycznie normalny.

Dodajmy, ze pewne szczegdlne przypadki jedynosci estymatora najwiekszej wiarygodnosci
rozwazali Cox i Hinkley (1974), Wedderburn (1976), Pratt (1981), Burridge (1981).

W literaturze przedmiotu spotykamy dwa podejscia do zagadnienie zgodnosci estymatora
najwiekszej wiarygodnosci. Pierwsze bazuje na pracy Walda (1949), a drugie na wynikach
podanych w ksiazce Craméra (1946). Oba wyniki dotyczyly przypadku zmiennych losowych
niezaleznych o takim samym rozktadzie. Rezultaty Craméra odnoszg sie do zgodnosci pew-
nego rozwigzania rownan wiarygodnosci tzn. niejako do lokalnego estymatora najwiekszej
wiarygodnosci. Takie rozwigzanie moze nie mie¢ wiele wspolnego z estymatorem najwiekszej
wiarygodnosci, jako do globalnego maksimum funkcji wiarygodnosci.
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Podejscie Walda prowadzi do uzyskania zgodnosci globalnego ENW (estymator najwiek-
szej wiarygodnosci) przy pewnych zalozeniach, ktére w skrocie, nie naktadaja warunkéw na
pochodne funkcji wiarygodnosdci, ale zaktadajg pewne asymptotyczne wtasnosci funkcji wia-
rygodnosci, zwykle niezbyt tatwe do zweryfikowania. W dodatku, czesto zaktada si¢ zwartoscé
przestrzeni parametrow, zapewniajaca, przy braku innych mozliwosci postepowania, istnie-
nie ENW. Zalozenie to nie jest w wielu przypadkach naturalne i wygodne.

Do podejsécia Craméra, prowadzacego w naturalny sposéb wprost do uzyskania asymptotycz-
nej normalnosci, nawiazuja Bradley i Gart (1962), ktérzy rozwazali ogélny przypadek, gdy
zmienne co prawda sg wzajemnie niezalezne, ale majg roézne rozktady. Uzyskali oni stabg
zgodnosé ENW. Weiss (1971,1973) podal warunki na staba zgodno$¢ ENW, gdy zmienne
nie musza ani by¢ niezalezne, ani mie¢ takiego samego rozktadu. Inne warunki na stabg i
silna zgodnosé oraz asymptotyczna normalnosé ENW podali Crowder (1976,1986), Amemiya
(1977) dla przypadku btedéw normalnych oraz bez tego ograniczenia Fahrmeir i Kaufmann
(1985) i Fahrmeir (1987). Za Waldem Hoadley (1971) rozszerzyl dowdd zgodnosci do przy-
padku zmiennych niezaleznych niekoniecznie o takim samym rozktadzie i podat dowdd stabej
zgodnosci. Podobnie Heijmans i Magnus (1986) podali warunki na staba i silna zgodnosé es-
tymatora NW oraz na jego asymptotyczng normalnosc.

Podane przez autorow prac warunki sa, niestety, w praktyce trudne do sprawdzenia, co
zauwazali autorzy prac analizujacy konkretne modele. Stad tyle warunkow na zgodno$é i
asymptotyczng normalnos¢ estymatora najwiekszej wiarygodnosci. Czesto, czego dowodza te
i inne nie wymienione prace, wygodniej jest w kazdym modelu probowaé rozwigzaé¢ problem
zgodno$ci 1 normalnosci estymatora najwiekszej wiarygodnosci korzystajac ze specyficznych
wlasnosci badanego zagadnienia (patrz: na przyktad Nie (2006)). W rozdziale 4 tej pracy
oparto sie na metodzie z ksiazki Wei (1998) nawiazujac jednakze do wynikéw Fahrmeira
i Kaufmanna (1985). Podamy teraz jako przyktad, za praca Heijmansa i Magnusa (1986),
warunki na zgodnos¢ i asymptotyczng normalnos¢ ENW.

e Al. Niech zbiér parametrow © C R™ bedzie zwarty.

e A2. Niech dla dowolnego n € N, y € R" funkcja wiarogodnosci L, (6,y) bedzie ciagta
na ©.

e A3. Dla dowolnego 6 # 6y istnieje N (6) otoczenie 6 takie,ze

lim P | sup (InL,(¢) —InL,(6y))) <0| =1.

e PEN(0)

e A3’. Dla dowolnego 0 # 0, istnieje N (0) otoczenie 6 takie,ze

limsup sup (InL,(¢) —InL,(6y)) <0. p.w.P.
n—oo  ¢eEN()
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Jezeli zachodzg Al. 1 A2, to estymator NW istnieje, cho¢ nie musi by¢ jedynym.

Twierdzenie 1.4.1. Jezeli zachodzi Al. i A2., to A3. jest warunkiem koniecznym i wystar-
czajagcym na to, by cigg {0n}nen byl stabo zgodnym estymatorem 6.

Twierdzenie 1.4.2. Jezeli zachodzi Al. i A2., to A3’. jest warunkiem koniecznym i wystar-
czajacym na to, by cigg {0, nen byl mocno zgodnym estymatorem 6.

Poniewaz autorzy sami uznali, ze w praktyce weryfikowanie podanych warunkéw jest kto-
potliwe, to podali zestaw zalozen troche mocniejszych od A3., ktére mozna tatwiej sprawdzic.
Wypiszmy kolejne zatozenia

e B3. Dla dowolnego 6 € O, # 6, istnieje ciag nielosowych nieujemych liczb {k, (6,6o)},,
taki, ze

(i) liminf, . ky (0,60) > 0
(ii) P |limy—o 5oy (I Ln(0) — In Ly (60)) = —1| = 1.

e B4. Dla dowolnego 6 # 6, € O istnieje otoczenie N () takie, ze

lim P

n—oo

1
B0y b, (I Ln(6) —In L(6) < ] _1

Twierdzenie 1.4.3. Jezeli zachodzqg Al., A2., B3. i Bj.,to kazdy cigg {0, }nen jest stabo
zgodnym, estymatorem 6.
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Rozdziat 2

Model gamma regresji

W rozdziale tym rozwazono model regresji nieliniowej, w ktérym zmienna zalezna przyjmuje
rozktad gamma. Analizowany jest model, w ktérym parametr ksztaltu zmiennej losowej o
rozktadzie gamma jest sumg m dowolnych ciggtych funkcji liniowo niezaleznych. W szcze-
gblnosci sumg funkeji okresowej, ktorej parametrami sa jej wspotczynniki Fouriera oraz jed-
noparametrowej ciaglej funkeji trendu. Wykazano, ze istnieje doktadnie jedno maksimum
funkcji wiarygodnosci dla tego modelu gamma-regresji. Jak zostanie pokazane w rozdziale
4, estymator najwiekszej wiarygodnodci jest asymptotycznie normalny i zgodny.

2.1 Wprowadzenie do zagadnienia gamma-regresji
W klasycznych modelach regresji przyjmowana jest zaleznosé
x; = at; + b+ g,

gdzie zmienne losowe ¢; sg niezalezne i maja rozktad normalny o $redniej réwnej zeru. Nieco
ogolniejsza postaé tego modelu wyraza sie wzorem

xT; = (,0(751', 0) + Eiy

gdzie (-, 0) jest funkcja zalezna od estymowanego parametru 6. Model ten mozna zapisaé
réwniez, przyjmujac, ze zmienna losowa z; ma rozktad normalny postaci N(¢(t;,6),0?).

W pewnych sytuacjach nienaturalne jest zalozenie o przyjmowaniu przez zmienng dowolnych
wartosci rzeczywistych. Moze si¢ zdarzy¢, ze zmienna przyjmuje wytacznie wartosci nalezace
do pewnego przedziatu (Cribari-Neto (2002), Rydlewski (2007)) badZ wylacznie wartosci
dodatnie. W tym rozdziale pracy zajmiemy sie ta ostatnia sytuacja (za Rydlewski (2009)).
Praca Wedderburna (1976) zawiera, miedzy innymi, pewne wyniki dotyczace zagadnienia
gamma-regresji w uogélnionym modelu liniowym. Autor analizuje jednoparametrows ro-
dzine rozktadéw gamma, gdzie parametrem jest parametr ksztaltu. Rozwazany nizej model
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mozna uzna¢ za uogdlnienie wynikow Wedderburna, ze wzgledu na jednoczesne estymowanie
parametru skali. Dodatkowo, parametr ksztaltu jest w postaci funkcji, o czym nizej.
Estymatory najwiekszej wiarygodnosci dla dwuparametrowego modelu gamma regresji byty
rozpatrywane przez Bowmana i Shentona. Rozpatrywanymi przez autoréw parametrami byty
parametry ksztattu i skali. Prezentowane wyniki sa uogélnieniem ich wynikéw, jako ze do-
puszczamy, by parametr ksztattu byt modelowany przez funkcje.
Prezentowane rezultaty nie pokrywaja si¢ z wynikami omowionymi w ksigzce Wei, ktory roz-
patrywat pewna rodzine rozktadéow wyktadniczych. Nasz model nie nalezy do rozpatrywanej
przez niego rodziny i nie da sie przeksztalci¢ do tej postaci (Wei (1998) str. 2-3).
Zagadnienie znalezienia estymatorow najwickszej wiarygodnosci w modelach regresji nieli-
niowej, tak jak i bogata literatura odnoszaca sie do tego problemu znajduja sie w Seber i
Wild (2003).
Zaktadamy, iz zmienna losowa x; ma rozklad o gestosci postaci f(@(01,1;),02), gdzie p(01,t;)
to $rednia rozktadu. Rozpatrywany jest model gamma-regresji, to znaczy zmienna losowa z;
ma rozklad postaci v(p,r). Funkcja gestodci zmiennej losowej z; o rozkladzie gamma jest
postaci

r 1t
L'(p) ’
gdzie r > 0 jest parametrem skali, p > 0 jest parametrem ksztaltu oraz I'(-) to funkcja

gamma. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X o rozkltadzie gamma wynosi E(X) = 2, a

flt,p,r) = t>0,

wariancja Var(X) = %. W naszym modelu za p wstawiamy funkcje zmiennej ¢; zalezng od
wielowymiarowego parametru A. Doktadniej, mozemy uzy¢é dowolnego uktadu m cigglych
funkcji liniowo niezaleznych. Mamy wtedy

p(A 1) = Apfilt).

W szczegdlnosei, ze wzgledu na zastosowania, rozpatrzony jest model, gdzie p jest funkcja
okresowa, a parametrami sg jej wspotczynniki Fouriera. Do tego modelu mozna dorzuci¢ réw-
niez jednoparametrowa ciggta funkcje 7(-) opisujaca trend. Innymi stowy, naszym uktadem
funkcji jest

(7(+),sin(-),sin2(), ...,sinm(-), 1, cos(+), cos 2(+), ...,cos m(-)) .
Kladziemy A = (Ao, A1, ..., Am, Bo, By, ..., By,) 1 parametr ksztaltu p ma postaé funkcji
p(A,t) = Ag7(t) + By + Z (Ag sin kt + By cos kt) .
k=1

Niech x1, o, ..., x,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie gamma. W wyniku
poczynionych zatozen otrzymujemy, ze wartosci oczekiwane zmiennych losowych z; maja
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postac

gdzie oy = %, k=1,2,..,m.
W wyrdznionym przez nas przypadku mamy

E(z;) = aor(t;) + Bo + Z (ay sin kt; + By cos kt;) , j=1,2,...,n,
k=1

gdzie oy, = % oraz (3 = %.
Do estymowania parametréow uzyjemy metody najwiekszej wiarygodnosci. Funkcja wiary-

godno$ci w naszym modelu gamma-regresji ma postac

L(ZEl, Ly euny Ty, tl, tQ, ceey tn, A, T) =

1 Y p(At)~1 .
— rp(Ath)xP( e e 7’33]7 (21)
gy

Jj=

a stad logarytm funkcji wiarygodnosci to

InL = i (—InT(p(A,t;) +p(At;) Inr + (p(A, t;) — 1) Inz; —ra;) . (2.2)

=1

Zapiszmy inaczej nasze parametry, korzystajac z wlasnosci rozktadu gamma. Niech bedzie
a = (ag,qg, ..., ). Wowczas

platy) = P S0 )
k=1

W wyréznionym przypadku a = (ag, ay, ..., m, 5o 01, -, Bm) 1 otrzymujemy

= ap7(t;) + o + Z (o sinktj + By cos kt;) .
k=1

pla, 1) = L0

Oczywiscie jest
In L(ra,r) = Zln L;(ra,r)
j=1
gdzie
InL;(ra,r) = —InT (rp(a,t;)) + re(a, t;) Inr + (re(a, t;) — 1) Inz; —ra;.
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W takim razie wartos¢ oczekiwana zmiennej x; jest postaci E(x;) = 2 = ¢(a,t;), gdzie
lp(a,t;)] < M dla pewnego ustalonego M >0, j =1,2,...,n.

Zauwazmy, ze przyjete przez nas ograniczenie nie przeszkadza w praktycznym korzystaniu
z otrzymanych rezultatéw. Wynika to z faktu, ze zawsze dysponujemy skonczong liczba da-
nych oraz naleza one do przedziatu, ktorego dtugosé mozna odpowiednio ustali¢ na potrzeby
danych, rozpatrywanych w konkretnym zagadnieniu.

W dalszej czesci pracy wykazemy, ze otrzymane metoda najwigkszej wiarygodnosci estyma-
tory parametréw sg wyznaczone jednoznacznie.

2.2 Estymacja metoda najwiekszej wiarygodnosci

Lemat 2.2.1. Niech [c,d] bedzie przedziatem domknietym i ograniczonym. Niech f1, fo, ..., fm
bedzie dowolnym uktadem funkcji liniowo niezaleznych cigglych na [c,d]. Zbidr wszystkich
parametréw A postaci (A1, Ag, ..., Ay, ) € R™ takich, ze dla dowolnego t € [c,d],

k=1

jest niepusty, domkniety 1 wypukly w R™L,

Dowdd. To, ze zbidr jest A niepusty, jest oczywiste. Niech A, bedzie zbiorem (A, Ay, ..., Ay, 1) €
R™ ! spelniajacych warunek (2.3) dla ustalonego t. Zbior

N
t€le,d]

jest domkniety jako przeciecie zbioréw domknietych.
Niech Al = <A1,17A1,2; ceey Al,mﬂﬁl) € A oraz AQ = (AQ,I; A272, ceny A2,m7 TQ) € A deQ dwoma
wektorami oraz niech A € [0,1]. Latwo mozna pokazaé, ze AA; + (1 — X\)A, € A. 0

Lemat 2.2.2. Niech fi, fo, ..., fmn : R — R bedzie uktadem funkcji cigglych i liniowo nie-
zaleznych. Zbior a wszystkich parametrow postaci a = (g, Qa, ..., ) € R™ spelniajgcych
nierownosé

0<) anfult) <M (2.4)
k=1
dla dowolnego t € R jest niepusty i zwarty w R™.

Dowd6d. Oczywiste jest, ze zbior a jest niepusty i domkniety. Udowodnimy jego ograni-
czonosc.
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Dla dowodu zat6zmy, ze zbiér a jest nieograniczony. Istnieje wiec wybrany ze zbioru a ciag
{(af, oy, ...;ap) } ey taki, ze zachodzi

n
m

(o, aly,...;al) — 00, gdy n — +oo.
Mamy

(o, af, ..

'70527,) c Sm—l
)
sam) ||

gdzie 8™ jest jednostkows sfera m—wymiarows. Wybierajac z tak zdefiniowanego ciggu

podciag
{ (all", aé", ceey ozi;;)
|

(adr,alyr, . aln) || }neN

), otrzymujemy

| (a7, o, ..

zbiezny do pewnego (a?,a), ..., a8

VEER  0< > apfi(t) < M

el
Il
—

Dalej mamy
m In
0 < Zk:1 o fr(t) < M

~ Al ah, s an) || T [ (o, a, o ag) [

Zmierzajac z n do nieskonczonos$ci, dostajemy
m
> alfult) = 0.
k=1

Dobierajac odpowiednie t1,ts, ..., t,,, otrzymujemy o = 0 dla k = 1,2,...,m, co przeczy
faktom, bowiem (af, a3, ...,al) € S™~L. O

Lemat 2.2.3. Prawdziwy jest doktadnie jeden z ponizszych warunkow
(i) Dla wszystkich j =1,2,....,n
mi= Y opfilty)
k=1

(ii)

li d In L( ) <0

im — In L(ra,r .

T—00 dT ’
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Dowdd. Niech y; = ¢(a,t;). Przypomnijmy, ze mamy
InL;(ra,r) = —InT (re(a,t;)) +re(a, t;) Inr + (re(a, t;) — 1) Inz; —ra;.

Otrzymujemy

d d
o InL;(ra,r) = o (—InT (ry;) + ry;Inr + (ry; — 1) Inz; —ra;) =
r r

= —y;V (ry;) +y;Inr +y; +y;Ina; —
gdzie ¥(z) = L InT'(z). Mamy

lim (U(z) —Ilnx) =0, (2.5)
a stad
d
lim —InLj(ra,r) = —y;Iny; +y; + y;Inz; — ;.
r—oo dr
Niech

h(z) = —yjlnx + .

Funkcja h przyjmuje najmniejsza warto$¢ w x = y,. Stad wnioskujemy, ze
lim i iln Li(ra,r) <0
r—o0 &~ (r -
J=1
i jezeli dla przynajmniej jednego j mamy x; # y;, to otrzymujemy

"\ d
lim E d_ In LJ (TCZ, T) < 0.
r—00 T
=1

Lemat 2.2.4. Funkcja In L(ra,r) jako funkcja parametru r jest silnie wklesta.

Dowod. Mamy

n

In L(ra,r) = Z (—InT(r¢(a,t;)) + re(a,t;) Inr + (re(a, t;) — 1) Inz; —ra;).
j=1
Stad

n

di'lr InL(ra,r) = Z (—dii(ln [(re(a,t))) +¢(a,t;) Inr + ¢(a,t;)(1 +1nz;) — a:j>

Jj=1
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oraz

dr? r
n
, T
j=1

Wystarczy sprawdzi¢, czy

Wiadomo, ze

oraz

i 1 >/°° ds 1
(y+n)? " Jo (y+s)? v

n=0
co dowodzi prawdziwosci lematu.
Niech rzeczywista macierz J € R"*™ bedzie postaci

[ fi(t) fa(t) o e f(tr) ]
filtta) foltz) oo oo o flt2)
L filt) fotn) e e f(tn) ]

e =Y (i) + 400

_ (— (o, 1)) W' (rola, 1)) + M) .

):

(2.6)

Lemat 2.2.5. Jezeli liczba naszych obserwacyi n jest odpowiednio duza w stosunku do liczby
zaktadanych parametrow, doktadniej n > m oraz rzqd macierzy J jest maksymalny (inaczej

rzJ=m), to funkcja In L jako funkcja parametrow (Ay, As, ..., Ap, 1) jest silnie wklesta.

Dowd6d. Mamy

InL = Zln L;.
j=1

Niech
F(z,r)=—Inl(z) +zlnr.
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Hesjan funkcji F' jest postaci

RW
S =
| I

o= [ 1% g

Korzystajac z faktu, ze z¥'(x) > 1 otrzymujemy, ze macierz Hp jest ujemnie okre§lona i
stad dwuargumentowa funkcja F'(x, r) jest silnie wklesta. Kazda z funkeji In L; jest ztozeniem
funkcji F' z opisang wczesniej wieloliniowg funkcja p(Ay, As, ..., A, t;) 1 korzystajac wytacz-
nie z definicji funkcji wklestej mozemy sprawdzi¢, ze In L; jest funkcja wklesta. Z zatozenia o
maksymalnym rzedzie macierzy J wynika, ze przecieciem wszystkich hiperptaszczyzn postaci

p(Ar, Ag, .. Ay ty) = const

jest co najwyzej jeden punkt. Daje nam to silng wklesto$¢ funkeji In L(Ay, As, ..., Ay, 7). O

Twierdzenie 2.2.1. Niech bedzie n > m. Niech dla danych ty,ts, ..., t, € [c,d] rzad macierzy
J okreslonej w (2.6) jest maksymalny. Wtedy dla danych ty,ts, ..., t, oraz x1, s, ..., T, istnieje

~

doktadnie jeden (A,T) € A taki, Ze

L(A,7T) = (E’??A L(A,r)

z prawdopodobienstwem 1, gdzie L jest funkcjg wiarygodno$ci zdefiniowang w (2.1).

Dowé6d. Rozwazmy przypadek, gdy warunek (i) z Lematu 2.2.3 nie zachodzi dla zadnego
a € a. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze warunek (i) z Lematu 2.2.3 zachodzi dla pewnego
a € a wynosi 0, co wynika z faktu, ze nasze zmienne losowe z;,j = 1,2, ...,n maja rozkltady
absolutnie ciggte.
Innymi stowy, rozwazamy a € a, dla ktérych nie istnieje dopasowanie opisane w warunku
(i). Zdarzenie takie zachodzi z prawdopodobienstwem réwnym 1.
Niech

d
g(a) = lim —In L(ra,r),

r—oo QT

oraz

K(r) = {aEa: %lnL(ra,r) > g(a)+ |g(2a)\}'

Funkcja g (a) jest ciagla w dziedzinie, co wynika z dowodu Lematu 2.2.3, gdyz funkcja ta
przedstawiona tam w jawnej postaci, jest ztozeniem funkcji ciagtych. Z powyzszego i ponadto,
ze zwartosci zbioru a wynika, ze kazdy zbiér nalezacy do rodziny {K(r),r > 0} jest zwarty.
Funkcja % In L(ra,r) jest silnie malejaca, jako pochodna funkeji silnie wklestej, co wiemy
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dzieki Lematowi 2.2.4. Funkcja K(-) (a wlasciwie odwzorowanie wielowartosciowe, ktérego
warto$ciami sa odpowiednie zbiory) jest takze malejaca. Z Lematu 2.2.3 otrzymujemy, ze

(N K(r)=0.

Poniewaz kazdy zbior K (r) jest zwarty, z twierdzenia Riesza istnieje 1o > 0 takie, ze K (rg) =

(. Korzystajac z Lematu 2.2.5 otrzymujemy, ze istnieje dokladnie jeden <ﬁ, ?) € A taki, ze

In L(ﬁ, )= max InL(A,r),
(A,T‘)EA()
gdzie Ag = {(A,r) € A :r <y} jest zbiorem wypukltym oraz zwartym. Wypuktosé wynika
z tego, ze zbiodr jest przecieciem wypuklego zbioru A z hiperptaszczyznag. Zwarto$¢ mozna
udowodni¢ analogicznie jak w Lemacie 2.2.2.
Niech (A,r) € A\A, oraz o; = %, i =1,2,...,m. Poniewaz wielowartosciowa funkcja K (r)
jest malejaca, dla dowolnego r > ro mamy K(r) = (. Stad dla dowolnego r > rq dla
|9 (a)|

d
alnL(m,r) <g(a)+T <0,

co daje nam, ze In L(ra, r) jest malejaca funkcja argumentu r dla r > ry. Stad otrzymujemy,

dowolnego a € a mamy

e
InL(A,r) =InL(ra,r) < In L(roa, ) < In L(ﬁ, T).

Dowodzac istnienia maksimum funkcji In L(A, r) otrzymujemy teze naszego twierdzenia. [J

Sformutujmy teraz nasze twierdzenie dla pewnej szerszej klasy rozktadéw. Rozktady te niech
beda modelowane przez parametry p oraz r. “Parametr” p niech bedzie sumag pewnej usta-
lonej liczby m cigglych funkcji liniowo niezaleznych fi, fo, ..., fm, innymi stowy

p(A 1) = Apfi(t).

Niech spelione bedg ponizsze warunki, rownowazne udowodnionym wyzej Lematom 2.2.1 —

2.2.5:
(i) Niech warto$¢ oczekiwana kazdej zmiennej x; bedzie postaci
Elz;] = p

gdzie

=Y onfi(ty)
k=1
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oraz

Ponadto
p(A, t) < MG<T)’

dla pewnego ustalonego M € R oraz dla pewnej ustalonej przez postac¢ rozktadu ciagtej
funkeji G (+).

(ii) Zbiér a wszystkich parametréw postaci a = (aq, ag, ..., ) € R™ speliajacych nie-
rOwWnosc

0< > apfult) <M (2.7)
k=1
dla dowolnego t € R jest niepusty i zwarty w R™.

(iii) Dla wszystkich j =1,2,...,n albo

mi = onfilty)
k=1

albo p
lim — In L(ra,r) < 0.

r—00 T

(iv) Funkcja
InL(ra,r)

jest $cisle wklesta ze wzgledu na zmienng r.

(v) Funkcja
InL (Al, AQ, ceey Am7 7")

jest Scisle wklesta ze wzgledu na zmienna (A, As, ..., Ay, 1) dla odpowiednio duzej
liczby obserwacji n.

Twierdzenie 2.2.2. Przy powyzszych zalozeniach (i)-(v), Twierdzenie 2.2.1 jest prawdziwe
dla zdefintowanego wyzej modelu.

Dowod powyzszego twierdzenia przebiega analogicznie do dowodu Twierdzenia 2.2.1.
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Rozdziat 3

Model beta—regresji

Standardowego modelu regresji nie ma sensu stosowa¢ w przypadku, gdy zmienna zalezna
nalezy do pewnego ustalonego przedziatu domknigtego. Na przyktad, gdy wyraza ona ja-
kis stosunek czy frakcje. Po raz pierwszy terminu beta-regresja uzyli Dawidowicz, Stanuch
oraz Kawalec na konferencji zorganizowanej przez ISCB (International Society of Clinical
Biostatistics) w Sztokholmie w 2001 roku. Zastosowanie metod Uogdélnionego Modelu Linio-
wego do zagadnien beta-regresji przedstawili Ferrari oraz Cribari-Neto (2004). Zastosowanie
do probleméw matych probek przy uzyciu metody najwiekszej wiarygodnosci zawiera praca
Cribari-Neto i Vasconcellos (2002).

Dla uproszczenia, bez straty ogélnosci, zatozymy, ze zmienna nalezy do przedziatu [0, 1]. W
ponizszym rozdziale zaprezentujemy zastosowanie modelu beta—regresji do danych, ktorych
warto$¢ oczekiwana moze by¢ opisana, podobnie jak ma to miejsce w modelu gamma-regresji,
przez sume ustalonej liczby funkcji liniowo niezaleznych, a w szczegélnosci jako kombinacja
funkcji okresowej oraz trendu. Udowodnimy, ze w tak zdefiniowanym modelu istnieje do-
ktadnie jeden estymator najwickszej wiarygodnosci. Jest to uogoélnienie rezultatu podanego
przez Rydlewskiego (2007).

3.1 Sformutowanie problemu

W naszym modelu zakladamy, ze zmienna zalezna ma rozktad beta. Gesto$¢ zmiennej o
rozktadzie beta dana jest wzorem

1
_ re—1 1— (1—p)r—1 0< <1
lub inaczej
r
flz o) = ) 21— )P o< e <1



gdzie 0 < ¢ < 1, r > 0 oraz B(-,-) to funkcja beta i I'(-) to funkcja gamma. Z wtasnosci
rozktadu beta wiemy, ze dla X zmiennej losowej o rozktadzie beta mamy

E(X)=¢

oraz

(1 —¢)
Var(X) = ——=,
(X) 147
gdzie r bedzie nieznanym parametrem precyzji.
Niech 1,9, ...,z, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie beta. W naszym

modelu zaktadamy, ze wartos¢ oczekiwana zmiennej zaleznej jest modelowana przez funkcje

E(ZC]) = (p(tj), j = 1,2, ., n,

gdzie ¢ jest suma pewnej ustalonej liczby ciagtych funkcji liniowo niezaleznych. Zwykle w
zastosowaniach ograniczymy sie do sumy funkcji okresowych o okresie T' oraz ograniczonej,
ciagtej, niestalej i nieokresowej funkcji trendu 7. Wartosci t; moga by¢ interpretowane w
zastosowaniach jako czas pomiaru.

Poniewaz zawsze mozemy odpowiednio przeskalowaé¢ nasze dane mozemy zawezi¢ nasze po-
szukiwania do przedziatu [0, 1], innymi stowy rozwazamy model postaci

0<z;<1 j=12,..n

Y Y

B(z)) = ¢(t;) = Y anfulty),

gdzie 0 < ¢(t;) < 1. W szczegdlnie interesujacym przypadku model upraszcza sie do postaci

“ . 27k 21k
E(z;) = p(t;) =7(t;) + Bo + ; o, Sin th + B cos th.

Oczywiscie, istnieje wiele mozliwych wyboréw funkcji 7(+).

W dalszej czesci pracy zaktadamy, ze funkcja trendu jest funkcja niestala, nieokresowa, cia-
gla i ograniczong, ktéra odwzorowuje ograniczony przedzial zawierajacy wszystkie ¢; na
przedzial [0,1]. W artykule (2007) zatozono, ze trend jest liniowy, lecz ponizsze rozumowa-
nie ma zastosowanie, jak wyzej napisano, do znacznie szerszej klasy funkcji.

W przypadku ogdlnym, jak juz wspomniano, do modelowania parametru p = ry mozemy
uzy¢ dowolnego uktadu m ciagtych funkeji liniowo niezaleznych. Uzywamy w takim przy-
padku oznaczen A = (Ay, Ay, ..., A,;,) oraz mamy

p(A 1) = Z A fi(t).
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W szczegdlnosci rozpatrzony jest model, gdzie p jest funkcja okresowa, a parametrami sa jej
wspotezynniki Fouriera. Do tego modelu mozna dorzucié¢ réwniez jednoparametrows ciggla
funkcje 7(-) opisujaca trend. Innymi stowy, w tak wyréznionym przypadku, naszym uktadem
funkcji jest

(1(+),sin(-),sin2(-), ...,sinm(-), 1, cos(+), cos 2(-), ...,cosm(+)) .
Poltézmy wtedy A = (Ao, Ay, ..., Am, Bo, B, ..., Bp,) 1 “parametr” p ma postaé¢ funkcji

p(A,t) = AgT(t) + By + Z (Agsinkt + By cos kt) .
k=1

Niech xy,xs,...,x, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie beta. W wyniku
poczynionych zatozen otrzymujemy, ze wartosci oczekiwane zmiennych losowych z; maja
postac

a w naszym szczego6lnie wyréznionym przypadku

E(z;) = aor(t;) + Bo + Z (ay sin kt; + By cos kt;) , j=12..n,
k=1

gdzie oy, = % oraz [ = %. Funkcja wiarogodnosci w modelu beta-regresji przyjmuje postac

L(tl,tz, ...,tn,ﬂll,xz, ...,mn,A,T) =

n 1 p(A,t;)—1 B o
- WAL= — gy PA) - -
U sea s r—amy™ " ) , (3.)

gdzie B(-,-) oznacza funkcje beta. Logarytm funkcji wiarogodnosci przyjmuje w zwigzku z
tym w naszym modelu postac

InL = ZlnLj =
j=1

n

- Z —InB(p(A,t;),7 — p(A ) + (p(A, 1) — ) Inz; + (r — p(A, t;) — 1) In(1 — z;).

J=1

Przepiszemy nasze parametry w innej postaci, wygodniejszej dla dalszego wywodu. Niech
bedzie a = (ay, v, ..., ayy ). Wowezas

ol ty) = A S o).
k=1

r
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W wyréznionym przypadku a = (ag, a1, ..., O, 00,01, -, Om) 1 otrzymujemy

At
o(a,t;) = M = ao7(t )+ﬁ0—l—z (g sinkt; + By cos kt;),
r
k=1
gdzie oy = % oraz [ = %.
Mamy
In L (ra,r) ZlnL ra,r)

gdzie

InL; (ra,r) = —In B(re(a, t;), r(1=p(a, t;)))+(rela, ;) =1) nz+(r(l=p(a, ;) =1) In(1-z;).

3.2 Estymacja metoda najwiekszej wiarygodnosci

Lemat 3.2.1. Funkcja In B(x,y) jest $cisle wypukia ze wzgledu na zmienng (x,y).
Dow6d. Niech 21, xa, y1, Yo > 0 oraz niech A € (0, 1). Mamy

B Ay + (1= Nag, Ay + (1= N)ya) =

1
— / S)xz1+(1—>\)x2—1(1 . S)/\yl—i—(l—)\)yg—lds _
0

= /0 [sxl_l(l — 8)y1_1:|)‘ [Sx2—1<1 _ 8)3,2_1}17,\ ds

Dalej, korzystajac z nieréwnoéci Holdera z wyktadnikami 3 i otrzymujemy

o)
B(Azy+ (1 = Naxg, \y1 + (1 — Nye) <

1 A 1
< {/ sxl_l(l — s)yl_lds} {/ 3“_1(1 — s)yrlds
0 0

Stad dostajemy nieréwnosc¢

B (/\$1 + (1 - /\)952» Ay1 + (1 - /\)y2) <B (fla yl)A B (b;yz)l_A

1-X

oraz ostatecznie
In B (Azy 4 (1 = A)zg, Ays + (1 = Nya) < AB (z1,91) + (1 — X)B (22, 92) -

Rownos¢é ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka niezerowa stata ¢ € R, ze dla
s € [0,1] mamy
1
s (1 —s)l=¢ (s”‘“l’l(l — s)yl’l) X
Réwnos$é ma wiec miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy 1 = 22 1 y1 = yo. Otrzymujemy stad, ze
funkcja B(z,y) jest $cisle wypukla. O
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Lemat 3.2.2. Niech [c,d] bedzie przedziatem domknietym i ograniczonym. Niech f1, fo, ..., fmn
bedzie dowolnym ukladem funkcji liniowo niezaleznych ciggltych na [c,d]. Zbidr wszystkich
parametréw A postaci (A1, Ag, ..., A, 1) € R™ takich, ze dla dowolnego t € [c,d] ,

k=1

jest miepusty, domkniety i wypukly w R™,

Lemat jest analogiczny do Lematu 2.2.1. ([l

Lemat 3.2.3. Niech fi, fo, ..., fmn : R — R bedzie ukiadem funkcji cigglych i liniowo nie-
zaleznych. Zbior a wszystkich parametrow postaci a = (aq, , ..., ) € R™ spelniajocych
nierownosc .
0< > apfult) <M (3.3)
k=1
dla dowolnego t € R jest niepusty i zwarty w R™.

Lemat jest analogiczny do Lematu 2.2.2 i dlatego jego dowdd zostanie pominiety. ([l

Lemat 3.2.4. Prawdziwy jest dokladnie jeden z ponizszych warunkow
(i) Dla wszystkich j =1,2,....,n
mi= Y onfilty)
k=1

(i)

d
lim —1In L(ra,r) < 0.

r—oo dr

Dow6d. W naszym modelu beta-regresji mamy

. d Cd &
lim —In L(ra,r) = rlggo o ;ln Li(ra,r) =

r—oo dr

= tim S (- Blre(a 1), 71— el )

+(re(a,t;) — 1) Inz; + (r(1 — ¢(a, t;)) — 1) In(1 — ;).

Niech y; = ¢(a, t;). Otrzymujemy wtedy
InLj(ra,r) = —=In B(ry;, r(1 —y;)) + (ry; — 1) Inz; + (r(1 —y;) — 1) In(1 — ).
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Dalej, korzystajac z wtasnosci funkcji B dostajemy
InLj(ra,r) =

=—InI'(ry;) —InI'(r(1 —y;)) + InI'(r) + (ry; — 1) Inz,; + (r(1 —y;) — 1) In(1 — ;).

Stad
d
%ln Li(ra,r) =
d d d
== InT(ry;) — o InT'(r(1 —y;)) + o InT'(r)+y;Inz; + (1 —y;) In(1 — z;)
= =y V¥ (ry;) = (1= y)W(r(1 —y;)) + W (r) +y;lna; + (1 —y;) In(l —z5),
gdzie ¥(z) = L InT'(z). Ponownie wykorzystujemy réwnosé (2.5)
lim (U(x) —Inx) =0,
a stad

d
lim —InL;(ra,r) = —y;lny; — (1 —y;) In(1 —y;) + y;Inz; + (1 —y;) In(1 — ;).

r—oo QT

Niech
h(z) =y;Inx + (1 —y;) In(1 — z).

Funkcja h przyjmuje najwigksza wartos¢ w x = y;, a stad

T—00

" d
lim Z aln Li(ra,r) <0
7=1
i jezeli dla przynajmniej jednego j € {1,2,...,n} mamy z; # y;, to otrzymujemy

" d
lim 5 d—ln L;(ra,r) <O.
r—00 r

=1

Lemat 3.2.5. Funkcja In L(ra,r) jako funkcja parametru r jest silnie wklesta.

Dowéd. Ze wzgledu na postaé funkeji In L(ra,r) wystarczy pokazaé, ze istnieje chociaz
jedno j € {1,2,...,n} takie, ze funkcja

In B (re(a, t;),r(1 — ¢(a,t;)))
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jest silnie wypukta. Postepujac tak, jak w dowodzie Lematu 3.2.1 z definicji wypuktosci oraz
wykorzystujac nieréwno$é Holdera uzyskujemy silng wypuktosc. 0
Niech rzeczywista macierz J € R™"*™ bedzie postaci

[ fi(t) fo(t) o f(t) ]
fi(te)  falta) o o o fin(t2)
(3.4)
| filtn) foltn) o o f(tn) ]

Jak wida¢ posta¢ macierzy J zalezy od naszych obserwacji oraz od zaktadanej w modelu
ilosci parametrow.

Lemat 3.2.6. Jezeli liczba naszych obserwacyi n jest odpowiednio duza w stosunku do liczby
zaktadanych w modelu parametrow, doktadniej n > m oraz rzqd macierzy J jest maksymalny,
czyli inaczej rzJ =m, to funkcja In L jako funkcja parametrow (Ay, ..., Am, 1) jest silnie wkle-
sta.

Dowdd. Funkcja In B(z, y), jak pokazano w Lemacie 3.2.1, jest Scisle wypukta. Stad otrzy-
mujemy, ze interesujaca nas funkcja

InL(Ay, ..., Ap, 1) =

= =W Bp(At;),r —p(A 1)) + (p(A t;) = D Ina; + (r — p(A, 1;) — 1) In(1 — z)
j=1
jako suma funkeji wklestych i liniowych jest wklesta. Z zatozenia na rzad macierzy J wynika,
ze przecieciem wszystkich hiperptaszczyzn postaci
p(A,t;) =p(As, ..., Ay, ty) = const

jest co najwyzej jeden punkt. Daje nam to, przy zalozeniach naszego lematu, silng wklestos¢
funkeji In L(Aq, ..., A, 7). O

Twierdzenie 3.2.1. Niech bedzie n > m. Niech dla danych ty,ts, ..., t, € [c,d] rzad macierzy
J okreslonej w (3.4) jest maksymalny. Wtedy dla danych ty,ts, ..., t, oraz x1, T, ..., T, istnieje
doktadnie jeden (A,T) € A taki, Ze

L(A,T7) = (E«??A L(A,r)

z prawdopodobienstwem 1, gdzie L jest funkcjqg wiarygodnosci zdefiniowang w (3.1).
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Dowod twierdzenia jest taki, jak dla przypadku gamma-regresji. Zostanie on przytoczony
dla porzadku oraz wygody czytelnika.
Rozwazmy przypadek, gdy warunek (i) z Lematu 3.2.4 nie zachodzi dla zadnego a € a.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze warunek (i) z Lematu 3.2.4 zachodzi dla pewnego a €
a wynosi 0, co wynika z faktu, ze nasze zmienne losowe z;,7 = 1,2,...,n maja rozklady
absolutnie ciaglte. Innymi stowy, rozwazamy a € a, dla ktérych nie istnieje dopasowanie
opisane w warunku (i). Zdarzenie takie zachodzi z prawdopodobienstwem réwnym 1.
Niech

d
g(a) = lim —In L(ra,r),

r—oo dr

oraz

K(r) = {aEa: %IHL(T(I,T) >g(a)+ ‘g(;)‘}.

Funkcja g (a) jest ciagla w dziedzinie, co wynika z dowodu Lematu 3.2.4, gdyz funkcja ta
przedstawiona tam w jawnej postaci, jest ztozeniem funkcji ciagtych. Z powyzszego i po-
nadto, ze zwartosci zbioru a wynika, ze kazdy zbiér nalezacy do rodziny {K(r),r > 0} jest
zwarty.

Funkcja % In L(ra,r) jest silnie malejaca, jako pochodna funkcji silnie wklestej. Jest to wnio-
sek z Lematu 3.2.5. Odwzorowanie wielowarto$ciowe K (-) jest takze malejace. Z Lematu 3.2.4
otrzymujemy, ze

ﬂK('r’) = 0.

Poniewaz kazdy zbior K (r) jest zwarty, z twierdzenia Riesza istnieje 1o > 0 takie, ze K (rg) =
(). Korzystajac z Lematu 3.2.6 otrzymujemy, ze istnieje doktadnie jeden <A\’ ?) € A taki, ze

InL(A,7) = max InL(A,r),
(A,T)EAU

gdzie Ag = {(A,r) € A :r <rg} jest zbiorem wypuklym oraz zwartym. Wypuktosé wynika
z tego, ze zbior jest przecieciem wypuklego zbioru A z hiperptaszczyzna. Zwartosé mozna
udowodni¢ analogicznie jak w Lemacie 3.2.2.

Niech (A,r) € A\Aq oraz o; = %, i =1,2,...,m. Poniewaz wielowartosciowe odwzorowanie

K(r) jest malejace, dla dowolnego r > ry mamy K(r) = (). Stad dla dowolnego r > rq dla

d g (a) |
L IEAS2A|
o (ra,r) < g(a)+ 5 < 0,

co daje nam, ze In L(ra,r) jest malejaca funkcja argumentu r dla r > rq. Stad otrzymujemy,

dowolnego a € a mamy

ze
InL(A,r) = In L(ra,r) < In L(roa, ro) < In L(A, 7).

Dowodzac istnienia maksimum funkcji In L(A, r) otrzymujemy teze naszego twierdzenia. [J
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Rozdziat 4

Asymptotyczne wltasnosci
estymatorow najwiekszej
wiarygodnosci

4.1 Zgodnosé estymatorow najwiekszej wiarygodnosci

Przejdziemy teraz do opisu asymptotycznych wtasnosci otrzymanych estymatoréw najwiek-
szej wiarygodnosci. Poniewaz rozpatrywane w tej rozprawie modele nie spetniaja w oczywisty
sposob zatozen twierdzen asymptotycznych, jak na przyktad kluczowych dla Twierdzen 1.4.1,
1.4.2 1 1.4.3 zalozen A3. i B3., tak jak i zatlozen innych, podobnych twierdzen asymptotycz-
nych podanych choéby w pracy Fahrmeira (1987) i Fahrmeira i Kaufmanna (1985), to za
wzorem Nie (2006) i innych badaczy konkretnych modeli przeprowadzono whasny dowdd
zgodnosci i asymptotycznej normalnosci.

Najpierw udowodnimy silng zgodnos$é¢ estymatora najwigkszej wiarogodnosci bedacego roz-
wiazaniem rownania wiarygodnosci w modelu gamma-regres;ji.

Przypomnijmy, ze mamy n zmiennych losowych niezaleznych, gdzie zmienna losowa z; ma
rozktad postaci v(p, r). Funkcja gestosci zmiennej losowej x; o rozktadzie gamma jest postaci

h(t,p,r) = %ﬂ’le”, t >0,
gdzie r > 0 jest parametrem skali, p > 0 jest parametrem ksztaltu oraz I'(-) to funkcja
gamma. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej x; o rozktadzie gamma wynosi E(z;) = £, a
wariancja Var(z;) = 5. W naszym modelu za p wstawiamy funkcje¢ zmiennej ¢; zalezng od
wielowymiarowego parametru A. Doktadniej, mozemy uzy¢ dowolnego uktadu m cigglych
funkcji liniowo niezaleznych. Mamy wtedy

p(A,t) = Z Apgr(t).
h—1
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W przypadku beta regresji mamy n zmiennych losowych niezaleznych, gdzie zmienna losowa
x; ma rozkltad postaci B(p,r), gdzie 0 < ¢ < 1, r > 0. Parametrem precyzji nazywamy r, a
@ jest wartoscia oczekiwana. Gestosé zmiennej o rozkladzie beta dana jest wzorem

I'(r)
L(re)l((L—¢)r)

gdzie T'(+) jest funkcja gamma. Dla X zmiennej losowej o rozktadzie beta mamy

"1 — x)(1’¢)r’1, 0<z<1,

h(z,,r) =

E(X)=¢

oraz

Var(X) = %

W naszym modelu zaktadamy, ze wartos¢ oczekiwana zmiennej zaleznej jest modelowana
przez funkcje

E(x]) = ‘P(tj)a 7=12 ..n,

gdzie ¢ jest suma pewnej ustalonej liczby cigglych funkcji liniowo niezaleznych. Mamy
E(x;) = o(t;) = Y angilty),
k=1

gdzie 0 < p(t;) < 1.

W dalszej czesci rozdzialu postuzymy sie nastepujaca konwencja. Zmienne losowe zaleza od
parametru (A,r) = 0 € © C R™"! gdzie O to zbiér borelowski. Kazda zmienna losowa x; ma
rozktad o gestosci fi(+,0) wzgledem pewnej o-skoniczonej miary p. Niech zy, xo, ..., x, beda
niezaleznymi obserwacjami, a w zaleznosci od kontekstu zmiennymi losowymi. Przyjmijmy,ze

l,(0)z) =InL,(0,z) = zn:ln fi(z;,0).
i=1

Nizej podamy zatozenia i uwagi do znajdujacego sie dalej dowodu zgodnosci otrzymanych
estymatorow najwiekszej wiarygodnosci.

e AN 1. Prawdziwa wartosé 6, € int ©.

e AN 2. Mamy
1
= Ju(8) = K (9) przy n — +oo,
n

jednostajnie w N(6), gdzie N(6) jest otoczeniem prawdziwej wartosci 6y o promieniu
d oraz K (0) jest pewna macierza dodatnio okreslona.
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Zalozenie AN 2. jest powszechnie przyjmowane, ze wzgledu na jego naturalng inter-
pretacje. Mozemy bowiem oczekiwac, ze srednia informacja Fishera o parametrze 6
zmierza do pewnej okreslonej wartosci. Dodajmy, ze wiekszos¢ autorow przyjeta to za-
tozenie (np. Jennrich (1969), Fahrmeir i Kaufmann (1985) dla uogélnionego modelu
liniowego, Gallant (1987), Morton (1987), Wei (1998)).

Uwaga 4.1.1. Ze wzgledu na rozktad zmiennych losowych nie sq potrzebne dodatkowe zalo-
zenia umozliwiajgce skorzystanie z Mocnego Prawa Wielkich Liczb Kotmogorowa.

Uwaga 4.1.2. W obu analizowanych modelach prawdg jest, ze

E (1, (x,0)) =

oraz
E (l;’(a:,@)) = _JN(9)>
gdzie J,(0) to informacja Fishera.

Dowé6d. Kazda z calek w tej uwadze to catka po Q = [0,1]" w przypadku modelu beta,
zas w przypadku modelu gamma Q = (0,+00)". Poniewaz gestosci niezaleznych zmien-
nych losowych wystepujacych w obu modelach sg rézniczkowalne dowolng liczbe razy oraz
S ":’;—g‘ dx < +oo oraz [ ‘622—6%‘ dxr < 400, co mozna tatwo pokaza¢ z definicji funkcji beta
i funkcji gamma, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem catki. W
efekcie dla dowolnego 0, prawda jest, ze

9] 9] 9,

a—gkL(a: ,0)dx = aek/L(x,H)d 80k1 0.
Stad

OlnL(x,0)\ 1 OL(z,0) B

E( a0, ) = / Iz 0) 00, L(z,0)dx =0 (4.1)
o PL(x,0) & [ [0L(x06)
X, _ o xZ, _
20,00, " = 20, ( / 0, dm) 0.

Mamy dalej

B (821nL(:c 9)) B (i ( 1 8L(m,9))> _
00,00, 00, \ L(z,0) 00y
9% L(x, 9) ( ) OL(z,0) OL(x,0)
e )-

(L(z,0))"

0*L(x,0) Oln L(x,0)0ln L(x,0) Oln L(x,0) 0ln L(x,0) I
- [ = B - _E - _
/ 20,00, < a0, 90, ) ( a0, 90, ) T (0)

00, 00y,

O
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Twierdzenie 4.1.1. Otrzymany w modelach gamma— © beta-regresji estymator najwiekszej
wiarygodnosct jest silnie zgodny.

Dowod. Pokazemy, ze
36" > 0Vd € (0,6 In* € NVn > n*VO € IN(J) : P (1,(0) — 1,(6p) < 0) =1, (4.2)

gdzie wprowadzamy do$¢ naturalne oznaczenia N(0) = {60 : ||0 — 6|| < d},

ON(8) =1{0:1|0 — 0|| = 0} oraz N(6) = {6 : ||0 — || < 5}

Oznacza to, 7e 0,, ktore maksymalizuje [, () musi sie zawiera¢ w N(§). Poniewaz § < §*
oraz 0 jest dowolne, otrzymamy é\n — 0y p.W.

Niech A = 6_560 i korzystajac z twierdzenia Taylora otrzymujemy

1n(0) = 1n(60) = ONT1,(60) + %sz;;(@n)A,

gdzie dla pewnego f, € [0,1] jest 6, = tn00 + (1 — 1,,)8. Wyrazeniu (4.2) réwnowazne jest
ponizsze

30 > 0V9 € (0,6 In" € NVn > n"Vh € ON(0) :
1 Ty 1 T " o
P (EA [, (60) < 50X (—zn(en)) )\) — 1. (4.3)

Niech J, oznacza macierz informacyjng Fishera uzyskana przy n obserwacjach. Definiujac

~ -~ ~

R, (0,) =11(0,,) + Jn(0,), otrzymujemy
36" > V4 € (0,6*] In* € NVn > n*Vo € ON(5) :
p( iy (6y) < Lty (Bo) A — Lsarr B)A) =1
™ o o2n nan -

Powyzsza za$ réwnos¢ wynika z trzech faktow.
(i) Pierwsza z potrzebnych nieréwnosci orzeka, na mocy ciagtodci funkeji J,(0) w 6y oraz
zalozenia AN 2., ze

Ve > 03(51 > 0dn, € NV € N(dl)Vn >nq

1
‘EATJn(G)/\ - ATK(GO))\’ <
< ’l/\TJn(Q)/\ — )\TK(H))\‘ + |INTK(0)A = XK (6)A| < %
n

Oznaczajac przez ¢ = Apin (K (0p)) najmniejsza wartosé wlasng macierzy K () i korzystajac
7 nieréwnosci Apin (K (09)) < MK (6p)A, dla AT\ = 1, dostajemy
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1
Ve > 035, > 03m € NV8 € N(5,)¥n > ny : AT J,(9)A > ¢ - g DLW,

(ii) Druga z potrzebnych nam nieréwnosci mowi, ze
1
Ve > 030" < 6;3ns > nyV0 € N(0*)Wn > ny : —ATR,(O)\ < % p.w.,
n

Powyzsza nieréwnos¢ jest prawdziwa na mocy Uwagi 4.1.2 oraz Mocnego Prawa Wielkich
Liczb Kolmogorowa.
(iii) Trzeci fakt stwierdza, ze

i 1
nElJTrloo EATZ;Z(OO) — 0 p.w.

dla dowolnego X takiego, ze AT\ = 1. Uwaga 4.1.2 daje nam réwnosé E (I, (6y)) = 0. Ponownie
korzystajac z Mocnego Prawa Wielkich Liczb Kolmogorowa oraz korzystajac z nieréwnosci

NL(00) < (NN = PGP
dostajemy TAT1 (6y) — 0 p.w., gdy AT\ = 1. Z powyzszych (i)—(iii) wynika, ze

Ve > 036" > 03dny € NVO € N(5")Vn > ny :

1 T " _l T _1 T _
AT (= (O) A= —AT T (0N = ~ATR,(0)A > ¢ — € pw.

Z tego wynika, ze b, € N(0%), gdy n > ngy. Z trzeciego faktu (iii) wnioskujemy, ze

Ve > 036" > OV € (0,0%] In* > nyVh € N(0)Vn > n™ :

1 1
EATZ;L(QO) < 55(0 —€) p.w.

W ten sposéb otrzymujemy (4.3) i (4.2) koniczac dowdd twierdzenia. O

4.2 Asymptotyczna normalnosé¢ estymatoréow najwiek-
szej wiarygodnosci

W tym podrozdziale podamy zatozenia, ktérych spetnianie gwarantuje asymptotyczna nor-
malnosé¢ estymatora najwickszej wiarogodnosci bedacego rozwigzaniem réwnania wiarygod-
nosci w modelach beta— i gamma-regres;ji.

Oznaczmy 0 = (A, As, ..., Ay, ) oraz niech

po_ OlnL,(60) O0lnL,(0) Oln L, (6)
" 20, 7 00y T Oy )
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gdzie n oznacza, ze rownania wiarygodnosci rozpatrujemy przy n danych obserwacjach. Niech
J, oznacza macierz informacyjna Fishera uzyskana z n obserwacji. Jezeli nie istnieje stan-
dardowa macierz odwrotna, to za J;! bierzemy g-odwrotno$¢ macierzy J, (patrz np. Rao
str. 42). W ponizszych dowodach bedziemy czesto korzystaé z faktu, ze macierz Fishera oraz
macierz K sa symetryczne i maja symetryczne pierwiastki.

Sformutujmy potrzebne zatozenia i komentarze: Do wymienionych wyzej zatozen AN 1.1 AN
2. dodajmy za Fahrmeirem i Kaufmannem (1985) str. 348

o AN 3. Zalézmy, ze dla dowolnego 6 > 0

max ||V,(0) —I| — 0,
0eUy,(5)

gdzie unormowana macierz informacyjna to V,,(0) = J,, 2(6)J.(0)J5 : (6p) oraz U,(d) =

{oee; 172 (60) (0 — 6) || < 5} dlanenN.

Lemat 4.2.1. Przy zaloZeniach AN 1. — AN 3. mamy
1
Jn 2L, LN, 1), gdyn — +oo,
gdzie J, = Ju(0o), 1, = 1!,(6p) oraz symbol L oznacza zbieinosé wedtug rozktadu.

1

Dowdd. Pokazemy, ze funkcja generujaca momenty odpowiadajaca zmiennej AT J, 21/, zmierza

do funkcji generujacej momenty zmiennej rozktadu normalnego, gdy AT\ = 1. Ustalmy § > 0
1

i A takie, ze A'A = 1. Dla 6,, = 0y + 6.J, 2\, n € N prawda jest, ze 0, € U,(9).
Rozwijajac w szereg Taylora logarytm funkcji wiarygodnosci, otrzymujemy

1 _
1(0,) = 1(00) + (0, — 00)" 1, + §(Qn —00)"12(0,) (6, — 6y),

gdzie 0,, = t,0, + (1 —t,)0, dla t, € [0,1].
Korzystajac z Uwagi 4.1.2 dostajemy

1
2

2
exp {ATVn(én)A%} L(6,) = exp {(SATJn z;} Lo (60),

gdzie L, to funkcja wiarogodnodci.

Lewa strona powyzszej roéwnosci jest catkowalna jako, ze exp {)\TVn(Q))\g} jest ciggta funk-
cja ze wzgledu na 6, a stad ograniczona na zwartym przeciez odcinku [6y, 6,]. Calkujac
powyzsza rOwnos¢ ze wzgledu na dominujaca miare, czyli miare, wzgledem ktorej wszystkie
wystepujace miary sg absolutnie ciggte, otrzymujemy

2

Fy_ exp {ATvn(én)A%} = Bexp {0\, %z;} .
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Korzystajac z zatozenia AN 3., mamy 6, € U,(0) i z ciagtoéci funkcji exp otrzymujemy

Ve >0dny e NVn > ny:
— 2 ATNT62
exp {)\TVn(Gn)/\E} — exp { 5 H =

_ 6 52
exp {)\TVn(ﬁn))\E} — exp {5}’ <e.

Calkujac te nierdwnos¢ i korzystajac z tego, ze | [(+)| < [|(-)| wnioskujemy, ze

— 2 52
Ey, exp {)\TVn(Qn))\E} — Fexp {5} , T — 00.

Stad

_1 5?2
Eexp {(5)\TJn 2[;} — Eexp{g} , M — 00,

gdy ATA = 1. Otrzymujemy z twierdzenia o cigglodci funkcji generujacej momenty (Feller
1
tom 2, str. 380 lub Jakubowski, Sztencel str. 379), ze A J, 2I/, A € R™"! ma asymptotycznie

jednowymiarowy standardowy rozktad normalny, co wobec dowolnosci A takiego, ze ||A|| = 1,
daje nam w rezultacie tez¢ lematu. 0

Twierdzenie 4.2.1. Przy powyzszych zatozeniach AN 1. — AN 3., otrzymany w badanym
modelu gamma— 1 beta—regresji estymator najwiekszej wiarygodnosci ma rozktad asympto-
tycznie normalny. Inaczej

Vit (B —00) 25 N (0,57 (60))

Dowéd. Rozwijamy w szereg Taylora funkcje I/, (6y) wokét punktu @“ gdzie 0y jest praw-
dziwa wartoscig parametru oraz 6, jest rozwigzaniem réwnania wiarogodnosci, gdy liczba
danych obserwacji wynosi n. Otrzymujemy

11,(60) = U,(0) + 1"(67) (09 — 6.) = —L1(6) (B — 6o),

gdzie 0 = t:0p + (1 — t;’;)@\n dle pewnego t} € [0,1]. Mamy takze 6 — 6y, gdy n — +oo,
poniewaz 6,, — 6y. Przepiszmy teraz to rownanie do nastepujacej postaci

~

U= JnE —(07)} Ja 22 (B — 6,).

_1
2

In

Inaczej

~ 1 ~3 _1
\/ﬁ(en - 90) = (_Jn) G;1J” 21;17 (44)



gdzie
Gp=Jn 2 {=10(05)} Jn 2.

Mozna pokazaé, ze G,, — I,,+1 p-w., gdy n — +o00.
Powyzsza zbieznos¢ wynika z tego, ze

G — <%Jn>_ {%an;) - %Rn(@’;)} (%Jn)_ |

gdzie macierz R, (-) definiujemy, jak poprzednio, nastepujaco

[SIE
N|=

Ro(-) = Ly() + Ju(:).

7 zalozenia AN 2. wynika, ze

1 1
EJ" — K(6y) oraz (EJH) — K_%(Go),n — +00.

=

Poniewaz 0, — 0 p.w., to LJa(07) — K (6p).
Dzigki Uwadze 4.1.1 mozemy skorzysta¢ z Mocnego Prawa Wielkich Liczb. W rezultacie
dostajemy

1 1
SR (6) = — (1,(67) — B(1,(87))) — 0, pw., gdy n — +-o0.

Stad otrzymujemy, ze G,, — I,,411, n — +00 p.W.
Korzystajac z Lematu 4.2.1 uzyskujemy z (4.4)

NG (én _ 90) DN (0, K—%(QO)K—%(QO)) = N (0, K71(60)) .
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