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Czas trwania: 180 minut
Rozwi¡za¢ nale»y pi¦¢ dowolnie wybranych zada«.

1 (analiza) Zaªó»my, »e Ω ⊂ R2 jest niepustym zbiorem wypukªym i otwartym,

funkcja f : Ω → R jest ci¡gªa, a jej pochodne cz¡stkowe ∂f
∂x oraz ∂f

∂y istniej¡ w

ka»dym punkcie zbioru {(x, y) ∈ Ω : x ∈ Q lub y ∈ Q} i s¡ ograniczone. Uzasadnij,
»e f speªnia warunek Lipschitza.

2 (topologia) Wyka», »e je±li funkcja ci¡gªa u : [0, 1]→ [0, 1] speªnia warunek

(∗) dla dowolnego punktu x ∈ [0, 1] istnieje dodatnia liczba caªkowita n, taka
»e un(x) = x (gdzie un = u ◦ . . . ◦ u︸ ︷︷ ︸

n

),

to u ◦ u = id[0,1].

3 (geometria ró»niczkowa) Powierzchni¦ S ⊂ R3 nazywamy umbiliczn¡, gdy w
ka»dym jej punkcie krzywizny gªówne s¡ równe. Wyka», »e powierzchnia umbiliczna
jest albo podzbiorem pewnej pªaszczyzny (a�nicznej) w R3 albo pewnej sfery.

4 (analiza funkcjonalna) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, Y � przestrzeni¡
unormowan¡, a {Tn}∞n=1 � ci¡giem odwzorowa« X → Y liniowych i ci¡gªych takim,
»e lim

n→∞
Tn(x) = 0 dla ka»dego x ∈ X.

(a) Czy wówczas sup
n>1
‖Tn − Tn+1‖ <∞?

(b) Czy wówczas lim
n→∞

‖Tn‖ = 0?

Nale»y uzasadni¢ odpowied¹ na ka»de z pyta«.

5 (teoria mnogo±ci) Niech X b¦dzie dowolnym zbiorem.

(a) Wyka», »e istnieje dobry porz¡dek 4 na X, taki »e dla dowolnego punktu
a ∈ X zachodzi nierówno±¢ #(←, a) < #X, gdzie (←, a) = {x ∈ X : x 4
a, x 6= a}, a # oznacza liczb¦ kardynaln¡ zbioru.

(b) Wyka», »e je±li 41 i 42 s¡ dwoma dobrymi porz¡dkami na X, które speª-
niaj¡ warunek z punktu (a), to istnieje dokªadnie jedna bijekcja f : X → X
taka, »e

x 41 y ⇐⇒ f(x) 42 f(y)

dla wszelkich x, y ∈ X.

6 (kombinatoryka, rachunek prawdopodobie«stwa) Urna zawiera na pocz¡tku n
czarnych kul. Za ka»dym razem losujemy z urny jedn¡ kul¦ i:

• je»eli wylosowana kula jest czarna, rzucamy symetryczn¡ monet¡ i gdy
wypadnie orzeª zamieniamy j¡ na biaª¡, któr¡ wkªadamy do urny, gdy
natomiast wypadnie reszka zwracamy j¡ do urny;

• je»eli wylosowana kula jest biaªa zwracamy j¡ do urny.

Proces trwa tak dªugo, a» w urnie znajdzie si¦ n biaªych kul. Poka», »e warto±¢
oczekiwana liczby losowa« równa jest 2nHn, gdzie Hn jest sum¡ pierwszych n
wyrazów ci¡gu harmonicznego, czyli Hn :=

∑n
k=1 1/k.



7 (algebra) Niech K b¦dzie ciaªem sko«czonym, f ∈ K[X] b¦dzie takie, »e f(0) 6=
0. Poka», »e istnieje liczba naturalna n > 1 taka, »e f |Xn − 1.

8 (teoria liczb) Niech a i b b¦d¡ liczbami caªkowitymi takimi, »e 7 | a2 + b2. Czy
mo»e si¦ zdarzy¢, »e 7 - a?

9 (funkcje analityczne) Niech f : C → C b¦dzie funkcj¡ analityczn¡ tak¡, »e
lim
z→∞

|f(z)| = +∞. Uzasadnij, »e f jest wielomianem.

10 (teoria miary) Dla n > 0 zbiór An ⊂ [0, 1] okre±lony jest nast¦puj¡co: od-

cinek [0, 1] dzielimy ma 2n przedziaªów dªugo±ci 2−n o rozª¡cznych wn¦trzach

(czyli na przedziaªy [ j−12n ,
j
2n ], j = 1, . . . , 2n) i numerujemy je �od lewej do prawej�

liczbami od 1 do 2n � zbiór An jest sum¡ wszystkich takich przedziaªów o nu-

merze nieparzystym (innymi sªowy, An =
⋃2n−1

k=1 [ 2k−22n , 2k−12n ]). Udowodnij, »e ka»da
funkcja caªkowalna u : [0, 1]→ R (wzgl¦dem miary Lebesgue'a) speªnia warunek:

lim
n→∞

∫
An

u(t)dt =
1

2

∫ 1

0

u(t) dt.

11 (ukªady dynamiczne) Zbadaj stabilno±¢ wszystkich punktów staªych dla dy-

skretnego ukªadu dynamicznego generowanego przez odwzorowanie f : R2→ R2

dane we wspóªrz¦dnych biegunowych wzorem:

f (r, θ) =
(
r2, θ − sin θ

)
dla r > 0, 0 6 θ < 2π. W przypadku punktów siodªowych znajd¹ rozmaito±¢
stabiln¡ i niestabiln¡.

12 (procesy stochastyczne) Niech (Ω,Σ, P ) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡,
za± proces stochastyczny (Xn)n∈N, gdzie Xn : Ω → {1, 2} dla n ∈ N, ªa«cuchem
Markowa o przestrzeni stanów {1, 2} i macierzy przej±ciaM o wyrazachM11 = 1/3,
M12 = 2/3, M21 = M22 = 1/2. Ponadto, niech funkcja f : {1, 2} → R b¦dzie dana
wzorem f (1) := 1 i f (2) := 4. Znajd¹ funkcj¦ g : {1, 2} → R o tej wªasno±ci,
»e proces stochastyczny (Yn)n∈N,n6=0, gdzie zmienne losowe Yn : Ω → R dane s¡
wzorami

Yn = f (Xn)− f (X0)−
∑n−1

k=0
g (Xk)

dla n ∈ N\ {0}, jest martyngaªem wzgl¦dem naturalnej �ltracji generowanej przez
proces (Xn)n∈N.


