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Rozwigzaé nalezy pieé dowolnie wybranych zadan.

(analiza) Zalézmy, 7e 2 C R? jest niepustym zbiorem wypuklym i otwartym,
funkcja f : 2 — R jest ciagla, a jej pochodne czastkowe % oraz g—?’; istnieja w
kazdym punkcie zbioru {(z,y) € 2 : z € Q lub y € Q} i sa ograniczone. Uzasadnij,

ze [ spelnia warunek Lipschitza.
(topologia) Wykaz, ze jesli funkcja ciagta u: [0,1] — [0, 1] spelnia warunek
() dla dowolnego punktu x € [0, 1] istnieje dodatnia liczba catkowita n, taka
ze u(z) = x (gdzie u™ =wuo...ouw),
——
n

to wou =1idj -

(geometria rézniczkowa) Powierzchnie S C R® nazywamy umbiliczng, gdy w
kazdym jej punkcie krzywizny gtéwne sa réwne. Wykaz, ze powierzchnia umbiliczna
jest albo podzbiorem pewnej plaszczyzny (afinicznej) w R? albo pewnej sfery.

(analiza funkcjonalna) Niech X bedzie przestrzenia Banacha, Y — przestrzenia
unormowana, a {7, }°2 ; — ciaggiem odwzorowan X — Y liniowych i ciagtych takim,
ze lim T,(x) =0 dla kazdego = € X.

n— oo

(a) Czy wowczas sup || T, — Thi1] < 00?
nz

(b) Czy wowczas lim ||T,] =07
n—oo
Nalezy uzasadni¢ odpowiedz na kazde z pytan.

(teoria mnogosci) Niech X bedzie dowolnym zbiorem.

(a) Wykaz, ze istnieje dobry porzadek < na X, taki ze dla dowolnego punktu
a € X zachodzi nieréwnoS¢ #(+,a) < #X, gdzie (+,a) ={z € X: =
a, x # a}, a # oznacza liczbe kardynalng zbioru.

(b) Wykaz, ze jesli <1 i <2 sa dwoma dobrymi porzadkami na X, ktore spel-
niaja warunek z punktu (a), to istnieje dokladnie jedna bijekcja f: X — X
taka, ze

r<1y <= f(z) <2 f(y)
dla wszelkich z,y € X.

@ (kombinatoryka, rachunek prawdopodobieristwa) Urna zawiera na poczatku n
czarnych kul. Za kazdym razem losujemy z urny jedna kule i:

e jezeli wylosowana kula jest czarna, rzucamy symetryczng moneta i gdy
wypadnie orzel zamieniamy ja na biala, ktérag wkladamy do urny, gdy
natomiast wypadnie reszka zwracamy ja do urny;

e jezeli wylosowana kula jest biata zwracamy ja do urny.

Proces trwa tak dlugo, az w urnie znajdzie sie n bialych kul. Pokaz, ze wartosé
oczekiwana liczby losowan réwna jest 2nH,, gdzie H, jest sumg pierwszych n
wyrazéw ciggu harmonicznego, czyli H,, := Y ;_, 1/k.



(algebra) Niech K bedzie cialem skoriczonym, f € K[X] bedzie takie, ze f(0) #
0. Pokaz, ze istnieje liczba naturalna n > 1 taka, ze f|X™ — 1.

(teoria liczb) Niech a i b beda liczbami catkowitymi takimi, ze 7 | a® + b2. Czy
moze sie zdarzyé, ze 71 a?

@ (funkcje analityczne) Niech f : C — C bedzie funkcjg analityczna taka, ze
lim |f(2)| = +o0. Uzasadnij, ze f jest wielomianem.
Z—>00

(teoria miary) Dla n > 0 zbior A, C [0, 1] okreslony jest nastepujaco: od-
cinek [0,1] dzielimy ma 2" przedzialow dlugosci 27" o rozlgcznych wnetrzach
(czyli na przedzialy []2%1, 237], j=1,...,2") i numerujemy je ,od lewej do prawe;j”
liczbami od 1 do 2™ — zbiér A,, jest sumg wszystkich takich przedzialéw o nu-

merze nieparzystym (innymi stowy, A,, = Ui:} (2522 2021]) Udowodnij, ze kazda

funkcja catkowalna wu: [0,1] — R (wzgledem miary Lebesgue’a) spelnia warunek:

1
lim u(t)dt = 1/ u(t) dt.
2Jo
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(uktady dynamiczne) Zbadaj stabilnosé¢ wszystkich punktow stalych dla dy-
skretnego ukladu dynamicznego generowanego przez odwzorowanie f : R2— R?
dane we wspotrzednych biegunowych wzorem:

f(r,0) = (r*0 —sind)

dlar > 0,0 < 0 < 27. W przypadku punktéw siodtowych znajdz rozmaitosé
stabilng i niestabilna.

(procesy stochastyczne) Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna,
za$ proces stochastyczny (X, ), oy, gdzie X, : Q — {1,2} dla n € N, tanicuchem
Markowa, o przestrzeni stanéw {1, 2} i macierzy przejscia M o wyrazach My, = 1/3,
Mo = 2/3, My = Moy = 1/2. Ponadto, niech funkcja f : {1,2} — R bedzie dana
wzorem f (1) := 11 f(2) := 4. Znajdz funkcje g : {1,2} — R o tej wlasnosci,
ze proces stochastyczny (Yn)neN,n;&o’ gdzie zmienne losowe Y, : @ — R dane sg
wzorami

Vo= F(X) - f(X) =3 g (x)

k=0
dla n € N\ {0}, jest martyngatem wzgledem naturalnej filtracji generowanej przez
proces (Xn),cn-



