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Rozwigzaé nalezy pieé dowolnie wybranych zadan.

(analiza) Niech {a,}32, bedzie nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych nieu-
jemnych takim, ze szereg Y ., a, jest zbiezny. Pokazaé, ze ciag {na,}32; ma
granice. Czy zalozenie o monotonicznosci ciagu {a,}52; jest istotne?

(analiza, topologia) Pokaza¢, ze grupa macierzy SL(n) jest podrozmaitoscia
grupy liniowej GL(n) C M, (R), gdzie M, (R) oznacza zbiér macierzy kwadratowych
wymiaru n o wyrazach rzeczywistych, GL(n) = {4 € M,(R) : det A # 0} oraz
SL(n) = {4 € M,,(R) : det A = 1}.

(analiza) Niech f : R — R bedzie funkcja okresowa o okresie 27, ktoéra ma
rozwiniecie w szereg Fouriera
1 o0
flz) = 540 + nzl(an cosnz + b, sinnz), x €R.
Zatoimy, 7e {n*a, }22;, {n*b,}2 | € (214 dla kazdego catkowitego k > 1. Pokazaé,
ze f jest klasy C°°.

(analiza funkcjonalna) Dany jest cigg funkcjonaloéw liniowych ¢, : X — R
(n=0,1,...) na przestrzeni Banacha X, dla ktorego odwzorowanie

P: Xz {on(r)}iry € ot

jest dobrze okreslone. Uzasadnié, ze @ jest ciagte wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, jest
ciaggte dla kazdego n > 0.

(teoria mnogosci) Wykazaé, ze jesli (X, %) jest przeliczalna przestrzenia liniowo
uporzadkowana, w ktorej nie ma elementu najwiekszego ani najmniejszego oraz
istnieje doktadnie jedna para (a,b) réznych jej elementéow o tej wlasnosci, ze

{reX: axz=<xb}={a,b}

to istnieje bijekcja z X na Q\ (0, 1), ktora jest $cisle rosnaca (wzgledem porzadku
< w X oraz naturalnego porzadku na Q).

@ (kombinatoryka) Znalezé i uzasadnié najprostszy wzor ogdlny na liczbe ciagow
cyfr w ukladzie dziesietnym (0, 1, ...,9) o dtugosci n, w ktérych wystepuje parzysta
liczba zer.

(algebra) Niech L bedzie ciatem charakterystyki roznej od 2, a K — jego pod-
cialem takim, ze (L : K) = 2. Uzasadnié¢, ze istnieje a € L takie, ze L = K(a) oraz
a’ € K.

(teoria liczb) Wykazaé, ze jesli p > 5 jest liczba pierwsza, to 240|(p* — 1).
@ (rachunek prawdopodobienistwa) Losujemy w sposob jednorodny i niezalezny

kolejne liczby aq,as,as, ... z odcinka [0,1]. Niech ¢t € (0,1). Rozwazmy zmien-

na losowa Z o warto$ciach naturalnych zdefiniowana jako pierwszy moment n, w
n

ktorym iloczyn [] ax bedzie mniejszy lub rowny t. Pokazac, ze Z — 1 ma rozktad

k=1
Poissona.



(teoria miary) Niech p bedzie nieujemna o-skoriczona miara borelowska na
R, ktora znika na singletonach. Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego
A C R oraz dowolnej nieujemnej liczby ¢ < p(A) istnieje zbiér borelowski B C A,
dla ktorego u(B) = t.

(uktady dynamiczne) Dla uktadu dynamicznego w R?® generowanego przez uklad
rownan rézniczkowych zwyczajnych:

o' =a?—y,

Y = sy° —x,

2 =—z+ F(z,y),
znalez¢, w zaleznodci od postaci funkeji F : R? — R, ktora jest klasy C', punkty
rownowowagi i zbadaé ich stabilnosé.

(procesy stochastyczne) Niech (W;)ier+ bedzie jednowymiarowym standardo-
wym procesem Wienera. Pokazaé, 7e proces (Y;);ep+ zdefiniowany rownoscia

t
Yt::/ Wds, te€R"
0

spetnia warunek EY;> = 0.



