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Rozwi¡za¢ nale»y pi¦¢ dowolnie wybranych zada«.

1 (analiza) Niech {an}∞n=1 b¦dzie nierosn¡cym ci¡giem liczb rzeczywistych nieu-

jemnych takim, »e szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny. Pokaza¢, »e ci¡g {nan}∞n=1 ma
granic¦. Czy zaªo»enie o monotoniczno±ci ci¡gu {an}∞n=1 jest istotne?

2 (analiza, topologia) Pokaza¢, »e grupa macierzy SL(n) jest podrozmaito±ci¡
grupy liniowej GL(n) ⊂ Mn(R), gdzieMn(R) oznacza zbiór macierzy kwadratowych
wymiaru n o wyrazach rzeczywistych, GL(n) = {A ∈ Mn(R) : detA 6= 0} oraz
SL(n) = {A ∈ Mn(R) : detA = 1}.

3 (analiza) Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ okresow¡ o okresie 2π, która ma
rozwini¦cie w szereg Fouriera

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), x ∈ R.

Zaªó»my, »e {nkan}∞n=1, {nkbn}∞n=1 ∈ `2014 dla ka»dego caªkowitego k > 1. Pokaza¢,
»e f jest klasy C∞.

4 (analiza funkcjonalna) Dany jest ci¡g funkcjonaªów liniowych ϕn : X → R
(n = 0, 1, . . .) na przestrzeni Banacha X, dla którego odwzorowanie

Φ : X 3 x 7→ {ϕn(x)}∞n=0 ∈ `1

jest dobrze okre±lone. Uzasadni¢, »e Φ jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy, gdy ϕn jest
ci¡gªe dla ka»dego n > 0.

5 (teoria mnogo±ci) Wykaza¢, »e je±li (X,4) jest przeliczaln¡ przestrzeni¡ liniowo
uporz¡dkowan¡, w której nie ma elementu najwi¦kszego ani najmniejszego oraz
istnieje dokªadnie jedna para (a, b) ró»nych jej elementów o tej wªasno±ci, »e

{x ∈ X : a 4 x 4 b} = {a, b},
to istnieje bijekcja z X na Q \ (0, 1), która jest ±ci±le rosn¡ca (wzgl¦dem porz¡dku
4 w X oraz naturalnego porz¡dku na Q).

6 (kombinatoryka) Znale¹¢ i uzasadni¢ najprostszy wzór ogólny na liczb¦ ci¡gów
cyfr w ukªadzie dziesi¦tnym (0, 1, . . . , 9) o dªugo±ci n, w których wyst¦puje parzysta
liczba zer.

7 (algebra) Niech L b¦dzie ciaªem charakterystyki ró»nej od 2, a K � jego pod-
ciaªem takim, »e (L : K) = 2. Uzasadni¢, »e istnieje a ∈ L takie, »e L = K(a) oraz
a2 ∈ K.

8 (teoria liczb) Wykaza¢, »e je±li p > 5 jest liczb¡ pierwsz¡, to 240|(p4 − 1).

9 (rachunek prawdopodobie«stwa) Losujemy w sposób jednorodny i niezale»ny
kolejne liczby a1, a2, a3, . . . z odcinka [0, 1]. Niech t ∈ (0, 1). Rozwa»my zmien-
n¡ losow¡ Z o warto±ciach naturalnych zde�niowan¡ jako pierwszy moment n, w

którym iloczyn
n∏

k=1

ak b¦dzie mniejszy lub równy t. Pokaza¢, »e Z − 1 ma rozkªad

Poissona.



10 (teoria miary) Niech µ b¦dzie nieujemn¡ σ-sko«czon¡ miar¡ borelowsk¡ na
R, która znika na singletonach. Wykaza¢, »e dla dowolnego zbioru borelowskiego
A ⊂ R oraz dowolnej nieujemnej liczby t 6 µ(A) istnieje zbiór borelowski B ⊂ A,
dla którego µ(B) = t.

11 (ukªady dynamiczne) Dla ukªadu dynamicznego w R3 generowanego przez uklad
równa« ró»niczkowych zwyczajnych:

x′ = x2 − y,
y′ = 1

8y
2 − x,

z′ = −z + F (x, y),

znale¹¢, w zale»no±ci od postaci funkcji F : R2 → R, która jest klasy C1, punkty
równowowagi i zbada¢ ich stabilno±¢.

12 (procesy stochastyczne) Niech (Wt)t∈R+ b¦dzie jednowymiarowym standardo-
wym procesem Wienera. Pokaza¢, »e proces (Yt)t∈R+ zde�niowany równo±ci¡

Yt :=

∫ t

0

Wsds, t ∈ R+

speªnia warunek EY 3
t = 0.


