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Wstep

Badanie struktury zwartego zbioru niezmienniczego dla ciggte-
go potoku na rozmaitosci jest jednym z gtéwnych probleméw teorii
uktadéw dynamicznych, obejmujacym wykrywanie orbit stacjonarnych,
okresowych badz atraktorow. Jak wiadomo, geometrycznie takie zbiory
moga by¢ bardzo skomplikowane, trudne do modelowania komputero-
wego, a zachowanie potoku w poblizu moze charakteryzowaé sie cha-
otycznoscia. Teoria indeksu Conleya zajmuje sie badaniem izolowanych
zbioréw niezmienniczych.

Istotna role w tej teorii gra pojecie bloku izolujacego zbioér nie-
zmienniczy. Idea bloku izolujacego jest bardzo naturalna — potencjal-
nie skomplikowany zbiér niezmienniczy S jest zawarty we wnetrzu zbio-
ru zwartego B, przy czym wymagamy specjalnego zachowania sie po-
toku na brzegu B. Wyr6zniamy w 0B dwa podzbiory: zbiér wejscia
BT, przez ktory potok ,wchodzi” do wnetrza B, oraz analogiczny zbior
wyjécia B~, a nastepnie badamy ich wzajemne polozenie, najczesciej
uzywajac teorii homotopii lub homologii i kohomologii. Homologicz-
ne wtasnosci bloku izolujacego pozwalaja czesto uzyskaé rezultaty do-
tyczace struktury zbioru niezmienniczego izolowanego przez blok B.
W szczegolnosei, z twierdzenia retraktowego Wazewskiego [C1, Ch]
wynika, ze S jest niepusty, gdy homologie H(B, B™) sa nietrywialne.

Istnienie takiego bloku B dla S jest zagwarantowane fundamen-
talnym twierdzeniem teorii indeksu Conleya [CE, WY, Ch], nato-
miast pytaniem przewodnim pierwszej czesci tej rozprawy jest zagad-
nienie istnienia bloku B o tym samym typie kohomologii co S. Inspi-
racja dla tej czedci pracy sa artykuly Conleya, Churchilla i Eastona
[C1, Ch, E|, w ktorych zadaje sie podobne pytania o ksztalt bloku
oraz zbioréow wejscia i wyjscia na jego brzegu. Okazuje sie bowiem, ze
te informacje moga implikowaé¢ lub wyklucza¢ pewne wtasnosci same-
go zbioru niezmienniczego. Prostym przykladem jest torus T? izolujgcy
pewien zbiér niezmienniczy S homeomorficzny z okregiem dla potoku
gtadkiego na rozmaitosci trojwymiarowej. Jesli S jest orbita okresowa,
to zbiory wejscia B' i wyjscia B~ muszg uktadac sie w charakterystycz-
ne pasy wzdluz torusa. W szczegolnosei, jesli BT lub B~ sa $ciagalne,
to S nie moze by¢ orbitg okresows.

W rozdzialach 3 i 4 ponizszej rozprawy, po wprowadzeniu pod-
stawowych definicji i szerszym omoéwieniu znanych wlasnosci blokow
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izolujacych, przedstawione sg czeSciowe odpowiedzi na pytanie o ist-
nienie bloku kohomologicznego ze zbiorem niezmienniczym. Wyniki tej
czescl pracy zostaly opublikowane w [WG|. Pierwszy z nich rozstrzy-
ga pozytywnie istnienie takiego bloku przy dodatkowym, lecz niezbyt
restrykcyjnym zalozeniu kostabilnosci asymptotycznego zbioru wyjscia
a~. Co wiecej, wewnatrz dowolnego bloku, ktérego istnienie jest zagwa-
rantowane przez twierdzenie Conleya—Eastona, mozna znalez¢ mniejszy
o pozadanych wtasnosciach homologicznych. Z punktu widzenia zasto-
sowan pewnym mankamentem jest fakt, ze warunek kostabilnosci a~
jest trudny do sprawdzenia, bo struktura zbioru a~ w praktyce jest
nieznana.

Drugi wynik jest motywowany praca R. Eastona [E|, w ktorej
autor wykazal istnienie bloku B o typie kohomologii S bez dodatko-
wych zalozen, ale przy ograniczonym wymiarze. W gtownym twierdze-
niu tego artykutu, rozstrzygajacym problem pozytywnie dla potokow
na rozmaitosciach tréojwymiarowych, byly istotne luki, ktoére zostaty
uzupelnione w rozprawie przy zatozeniu, ze kohomologie S sg skori-
czenie generowane. Dodatkowo okazuje sie, ze blok B mozna wybrac¢
tak, aby byl trojwymiarowa rozmaitoscia z brzegiem, wykorzystujac
twierdzenia R. Srzednickiego [S] oraz L. Ruchaty [Ru|. Rezultaty te
daja pewna odpowiedZ na nastepujace pytanie: Czy jezeli S = {0}
jest zbiorem niezmienniczym izolowanym dla potoku na R”, to istnie-
je blok izolujacy B dla S homeomorficzny z kula zwarta D"? Okazuje
sie, ze jest tak w wymiarach n = 1,2, w wymiarach n > 4 jest to
nieprawda, a w wymiarze 3 da sie wybra¢ blok B bedacy rozmaitoscia
z brzegiem o typie homologii punktu. Zauwazmy, ze analogiczne pytanie
mozna postawi¢ na gruncie teorii dyskretnego indeksu Conleya (przy
odpowiedniej modyfikacji definicji bloku izolujacego) w kontekscie ho-
meomorfizmu na R™ z {0} jako zbiorem niezmienniczym izolowanym.
W pracy |RS]| udowodniono, ze na ptaszczyznie da sie wtedy wybra¢
blok izolujacy homeomorficzny z D2

Nastepnie rozwazane sa konsekwencje istnienia bloku izolujace-
go takiego, ze BT sg $ciaggalne w brzegu B. Wydaje sie, ze poloze-
nie zbioréw wyjscia i wejscia w brzegu bloku B powinno nies¢ infor-
macje o samym zbiorze niezmienniczym S. W szczegblnosci, wydaje
sie, ze powinien by¢ zwiazek pomiedzy struktura zbioru S, a kategoria
Lusternika-Schnirelmanna zbioréow B* w brzegu bloku B. Jak dotad
badania w tym kierunku nie przynioslty oczekiwanych rezultatow.

Rozdzial 5 rozpoczyna druga czesé pracy, w ktorej omoéwione sg
szczegblne bloki izolujace, tak zwane segmenty izolujace. Pojecie to
zostato wprowadzone i rozwiniete przez Srzednickiego [S2, S3|, i sta-
nowi potezne narzedzie do badan réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
zwlaszcza okresowych wzgledem czasu. Szczegdlnie czesto uzywanymi
w tym opracowaniu obiektami tej teorii sa ciag liczb Lefschetza {Lj}
odwzorowania monodromii oraz jego ciag dualny.
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Poczatkowe rozwazania sa poswiecone wyltacznie ciggowi liczb Le-
fschetza, w oderwaniu od uktadéw dynamicznych. Jest on zdefiniowany
dla dowolnego endomorfizmu ciagu przestrzeni wektorowych z grada-
cja, omowione sg jego wlasnosci z naciskiem na spelnianie relacji Dolda
i konsekwencje arytmetyczne tego faktu dla ciagéw okresowych. Na-
stepnie zaklada sie, ze zachodzi pewien zwiazek ciagu dualnego {L;}
z dynamika homeomorfizmu P : I — [ zbioru zwartego. Zwiazek ten
jest zapowiedzia twierdzenia przedstawionego w nastepnym rozdziale,
pochodzacego z [W], w ktorym homeomorfizm P jest odwzorowaniem
Poincarégo dla potoku generowanego przez rownanie rézniczkowe zwy-
czajne okresowe w czasie, a {L;} — odpowiednim dualnym ciagiem
Lefschetza odwzorowania monodromii segmentu izolujacego stowarzy-
szonego z tym réwnaniem. Majac ten zwigzek, mozna elementarnie udo-
wodni¢ na przyklad ciekawe oszacowania na liczbe punktéw okresowych
P, korzystajac z klasycznych twierdzen dotyczacych liczb pierwszych,
jak twierdzenia Dirichleta i Czebyszewa.

Obserwacje te maja pewne konsekwencje w dynamice rownan réz-
niczkowych okresowych w czasie. Ostatnia czes¢ rozprawy (rozdzial 6)
zawiera zastosowanie twierdzenn o okresowych ciggach Lefschetza do
czterech metod badania uktadéw dynamicznych z czasem cigglym i dys-
kretnym.

Pierwszym z nich jest kryterium chaotycznosci oraz istnienia punk-
tow okresowych dla odwzorowania Poincarégo P réwnania roézniczko-
wego zwyczajnego okresowego w czasie. Chaos rozumiemy tu w sensie
istnienia semisprzezenia g odwzorowania Poincarégo P zaciesnionego
do zbioru niezmienniczego z odwzorowaniem przesuniecia na ciggach
dwo6ch symboli o : {0,1}% — {0, 1}Z oraz istnienia nieskoniczenie wielu
punktéow okresowych dla P. Omoéwiono tu wlasnosci ciggu liczb Le-
fschetza segmentu izolujacego i ich zwiazek z dynamika odwzorowania
Poincarégo. Przedstawione sa tez przyktady szacowania dolnego liczby
punktéw okresowych P, jak réwniez dowdd jej nieskoniczono$ci w pew-
nych przypadkach, co moze mie¢ znaczenie w badaniach chaosu dys-
trybucyjnego.

Kolejnym przyktadem rozwiniecia teorii (czesé 2) jest jej zastoso-
wanie w dwupunktowych problemach brzegowych. Przedstawiony w tej
czedci wniosek pozwala na szacowanie od dotu liczby geometrycznie
roznych rozwigzan probleméw brzegowych.

Osobnym zagadnieniem jest mozliwos¢ wykorzystania wynikow
dotyczacych ciagu liczb Lefschetza do wykrywania dynamiki chaotycz-
nej w dyskretnych uktadach dynamicznych, przy wykorzystaniu odpo-
wiednio zmodyfikowanej definicji bloku izolujacego (czesé 3). I wreszcie
na koncu rozprawy, w czesci 4, zawarte jest rozszerzenie poprzedniego
zastosowania na metode czesciowych przekrojow Poincarégo, wprowa-
dzong przez M. Mrozka [M] na potrzeby badania zachowania chaotycz-
nego pewnej klasy rownan o szybkiej ekspansji. Udowodnione jest tam
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twierdzenie o zwiazku indeksow punktow statych odpowiednich punk-
tow okresowych odwzorowania Poincarégo P z dualnymi liczbami Le-
fschetza dla odwzorowania indeksowego.

Niewatpliwie przedstawione w rozprawie wyniki nie wyczerpuja
ani tematu blokéw izolujacych kohomologicznych z czedcia niezmien-
nicza, ani zastosowania ciagéw Lefschetza dla segmentéw izolujacych
w dynamice. Mam jednak nadzieje, ze praca istotnie zglebia ten bogaty
temat i moze zainteresowa¢ nim czytelnika jako przyktad obrazujacy
szeroki udzial metod topologicznych w badaniu uktadéw dynamicz-
nych.

Na koniec chciatabym goraco podzickowa¢ mojemu promotoro-
wi, profesorowi Klaudiuszowi Wojcikowi, ktory poswiecil mi mnostwo
czasu, zapewnil znakomita opieke naukowsq i okazat wiele zyczliwosci.



ROZDZIAL 1

Podstawowe definicje i oznaczenia

Pierwszy rozdzial po$wiece przypomnieniu i wprowadzeniu naj-
wazniejszych poje¢ z zakresu teorii ciaglych uktadéw dynamicznych,
ktore sa niezbedne do zdefiniowania bloku izolujacego oraz bloku izo-
lujacego Churchilla.

1. Potoki lokalne

DEFINICJA 1.1. Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia me-
tryczna, a D C R x X — zbiorem otwartym takim, ze dla kazdego
x € X zbior I, := {t: (t,x) € D} jest przedzialem otwartym (o, w,),
gdzie

—oo <o, <0<w, <oo.
Potokiem lokalnym na X nazywamy funkcje ciagta ¢ : D — X, dla
ktorej
te€ (0g,wy) = Oupe) =g —t
i zachodza réwnosci:
0(0,2) = =,
90<S +1, ZE) = Qo(tv 90(87 I))

Jezeli D = Rx X, to potok lokalny ¢ : Rx X — X nazywamy potokiem
(globalnym,).

PRZYKEAD 1.1 (Potok generowany przez pole wektorowe). Niech
M bedzie gtadka rozmaitoscia, a v : M — T'M gtadkim polem wek-
torowym na niej. Dla zy € M istnieje dokladnie jedno u,, : I,, = M
wysycone rozwigzanie problemu Cauchy’ego

' =v(x)

x(0) =z
Definiujemy D = {(t,z) e Rx M :t € I,} i funkcje ¢ : D > (t,z) —
uz(t) € M. Wtedy ¢ jest lokalnym uktadem dynamicznym na M. Mo-

wimy, ze jest ono generowane przez pole v. Dowodzi sie, ze jezeli roz-
maitos¢ M jest zwarta, to ¢ jest potokiem globalnym.

W dalszych rozwazaniach postugujemy sie nastepujaca notacja:

e dlaz € X it € I, oznaczamy ¢ (z) = p(t, z);

edla W C X iJ C R takiego, ze J x W C D oznaczamy
o(JS, W) :=p(J x W).
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DEFINICJA 1.2. Dla punktu z € X wyrézniamy zbiory

cp(x) = 90(135, :L‘), 90+(1') = @([O’wx>7x)v SD_(x) = @((Qx, 0]’ "L‘)
1 nagywamy je, odpowiednio, orbitqg, dodatnig potorbitq i ujemnaq pot-
orbitg punktu x.
Dodatkowo definiujemy dla z € W C X zbior p(z, W) jako te sktadowa
spojna zbioru p(z) N W, ktora zawiera x. Analogicznie dla zbioru D C
W
oD, W) = | pla, ).

zeD

Niech x € X. Odwzorowanie o : [, — X nazywamy rozwigzaniem
przechodzgcym przez x, jezeli
o(0) ==z, ¢o(r))=0c(t+T).

Mowimy, ze zbior A C X jest niezmienniczy dla potoku lokalnego ¢,
jezeli dla kazdego x € A istnieje rozwiazanie o przechodzace przez x
takie, ze o(1,) C A.

Punkt = nazywamy punktem stacjonarnym, jezeli p(x) = {z}.
Oczywiscie wtedy A = {z} jest zbiorem niezmienniczym. Podobna
wtlasnosé zachodzi dla punktow okresowych, czyli takich x, dla ktorych
or(x) = z dla pewnego T" > 0. Orbita A = ¢(x) takiego punktu
rowniez jest zbiorem niezmienniczym.

DEFINICJA 1.3. Zbiory
a(z) = ﬂ o((au, t], ) oraz w(z) = ﬂ o([t,ws), )
te(az,0] tel0,wz)
nazywamy odpowiednio zbiorem a—granicznym i w—granicznym punk-

tu x.

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli w(x) # & (odpowiednio: a(x) # @),
to w, = oo (odpowiednio: o, = —0) oraz w(z) (odpowiednio: «(z)
jest niezmienniczy.

DEFINICJA 1.4. Dla zbioru W C X definiujemy jego
® czeS¢ niezmienniczq dodatniq
invt(W)={zeW : poT(z) c W},
® czeSC niezmienniczq ujemng
v - (W)={zeW : ¢ (z) C W}
® oraz czesS¢ niezmienniczq
inv (W) = inv (W) Ninv H(W).

Zauwazmy, ze jezeli ¢ jest potokiem globalnym, to zbior W jest
niezmienniczy, jesli inv (W) = W.
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2. Bloki izolujace

W tej czesci wprowadzimy pojecia prowadzace do zdefiniowania
bloku izolujacego. Niech (X, ¢) bedzie przestrzenia o whasnosciach jak
wyzej, na ktorej zadany jest potok lokalny.

DEFINICJA 1.5. Niech W C X. Definiujemy jego dwa podzbiory:
e zbior wejscia
Wt:={zeW :Vt<0 Ise[-t,0] : p(x,s) €W}
e i zbior wyjscia
W-i={xeW : ¥t>0 Ise[0,t] : p(z,s) € W}.
Fatwo sprawdzié¢, ze W+ sa podzbiorami brzegu W. Przeciecie
zbiorow (W* N W ™) zawiera sie w przecieciu ich brzegow:
(WHnWw=) c (oW now-),
leza tam np. punkty zewnetrznego odbicia potoku od brzegu W. Punk-

ty, w ktorych potok odbija sie wewnetrznie, nie nalezag ani do W, ani
do W~ (rys. 1).

RYSUNEK 1. Wewnetrzne (P) i zewnetrzne (Q) odbi-
cie potoku od brzegu zbioru W. Punkt @) lezy w czedci
wspoOlnej WT 1 W™, natomiast punkt P nie nalezy ani

do W, ani do W~.

Ponadto w OW mogg istnie¢ inne punkty nie nalezace ani do W+,
ani do W~ — sg to np. punkty wewnetrzne fragmentéw orbit, lezacych
w brzegu W (p. rys. 2).

DEFINICJA 1.6. Dla kazdego punktu x € W C X definiujemy
funkcje
o W — [0, 00

przez

ot (x) :==sup{t > 0: ¢([0,t],z) C W},

o~ (z) :==sup{t > 0: o([—t,0],z) C W}.
Odwzorowanie ot nazywamy czasem (pierwszego) wyjscia z W, nato-
miast 0~ — czasem wejscia do W.
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RYSUNEK 2. Brzeg zbioru W, zawierajacy fragment or-
bity. Zbiér W™ nie jest domkniety, a zatem W nie jest
blokiem izolujacym.

7, dowodu twierdzenia Wazewskiego o retrakcie wynika, ze jesli
W i W~ s zwarte, to funkcje o= sa ciagte ([C], [Mont], [S2]).

DEFINICJA 1.7. Zbior B C X nazywamy blokiem izolujgcym,
jezeli:

e B =int B,

e zbiory B, B sg zwarte,

e dla kazdego x € OB\ (B~ U BY)

o (z) < o0, ot (r) < oo,
oraz  p([—o (x),0"(z)],z) C IB.
Jest to klasyczna definicja bloku izolujacego. W tej pracy be-

dziemy sie postugiwa¢ rowniez pojeciem wezszym, blokiem izolujagcym

Churchilla.

DEFINICJA 1.8. Niech S bedzie zbiorem zwartym.
S nazywamy zbiorem niezmienniczym izolowanym, jesli istnieje
otoczenie N dla S takie, ze

S =inv (N).

Takie N nazywamy otoczeniem izolujgcym S. Mowimy tez, ze N izo-

luje S.

W dalszym ciagu bedziemy uzywaé specjalnych blokéw izoluja-
cych nazywanych blokami izolujgcymi Churchilla, ktére teraz zdefiniu-
jemy.
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Niech > C X oraz 6 > 0. Definiujemy odwzorowanie
s 1 (—0,0) x X3 (t,x) — ¢(t,x) € X.

Jezeli dla pewnych X, § zdefiniowane powyzej odwzorowanie g4
jest homeomorfizmem na obraz, to zbior ¢((—6,0), ¥) nazywamy kot-
nierzem Y. Wowczas X jest retraktem deformacyjnym mocnym swoje-
go komierza ¢((—4,9),%). Jesli dodatkowo obraz s jest otwarty, to ¥
nazywamy lokalng sekcjqg dla .

Niech B C X bedzie zbiorem zwartym, a %* beda lokalnymi
sekcjami ¢ o roztgcznych domknieciach:

YNyt =0.
Niech 0 > 0 bedzie takie, by kotnierze

90((_57 5)72+) ) 90«_6’ 6)’2_)
byty roztaczne.

DEFINICJA 1.9. Zwarty zbior B nazywamy blokiem izolujgcym
Churchilla, jedli istniejg sekcje XF jak powyzej, speliajace dodatkowo
warunki
(b1) X\ S*)N B = g;

(b2) 90((_67 5)? 2+) NB= 90([07 (5)7 TN B);
(b3) 90((_57 5)? 2_) NB= 90((_67 0]7 XN B),
(b4) dla kazdego x € 9B\ (1 U X7) istnieja liczby rzeczywiste £ <

0 < e, takie ze

o(e1,x) € BT, o(eg,2) € X7, o([e1,e2], ) C OB.

OBSERWACJA 1.1. Dla bloku izolujacego Churchilla B nastepu-
jace fakty sa prawdziwe:
e B jest zwartym otoczeniem izolujacym swojej czesci niezmien-
niczej inv (B) = S,
e B-=Y"NB, B"=X"NB;
e Zbiory wyijscia i wejécia B¥ sg zbiorami domknietymi (a wigc
B jest zbiorem Wazewskiego);
e BFfNB™ =@.
W szczegolnoscei, B jest blokiem izolujacym.

Brzeg bloku B sktada sie wylacznie z BT U B~ oraz laczacych
je fragmentow orbit. W szczeg6lnosci, na brzegu B nie wystepuje zja-
wisko wewnetrznego odbicia orbity (p. rys. 1). Wykluczona jest row-
niez sytuacja z rys. 2, poniewaz tam zbiér wyjscia nie jest domkniety.
Standardowy przyktad bloku Churchilla izolujacego punkt stacjonarny
siodlowy pokazany jest na rys. 3. Dla por6wnania — na rys. 4 poka-
zano blok izolujacy ten sam zbioér S, ktory nie jest blokiem Churchilla,
poniewaz BT N B~ # &.
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RYSUNEK 3. Blok B izolujacy punkt siodtowy. Zazna-
czono czes¢ asymptotyczna A oraz zbiory asymptotycz-
nego wyjscia i wejscia a*.

DEFINICJA 1.10. Dla zbioru W C X definiujemy zbiory asymp-
totycznego wejscia/wyjscia:

a® = invEW) N W=,

Latwo sprawdzi¢, ze a* C int oy (W*) (zob. [Ch], [C]).
Zbior
A:=AW) :=inv (W) Uinv H (W),
nazywamy czescig asymptotyczng zbioru W. Zbiory A, a® zilustrowane

sa na rysunku 3.

Nastepujace lematy pochodza z pracy Churchilla (propozycja 4.6
i lemat 4.3 z [Ch] lub propozycje 7.2, 7.3 z [S2]).

LEMAT 1.2. Inkluzja S — A indukuje izomorfizm w kohomolo-
giach Cecha H*(A) — H*(S).

LEMAT 1.3. Inkluzja (A,a”) — (B,B~) indukuje izomorfizm
H*(B,B~) — H*(A,a™).
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A

RYSUNEK 4. Blok izolujacy, ktéry nie jest blokiem Churchilla.

_ Dowody powyzszych lematow opieraja sie na ciggtosci kohomolo-
gii Cecha.



ROZDZIAL 2

Znane wlasnosci blokéw izolujacych

Przypomnimy teraz znane fakty dotyczace topologii i kohomolo-
gii zbioru niezmienniczego izolowanego S. Niech H* bedzie funktorem
kohomologii Alexandera—Spaniera.

Teoria indeksu Conleya opiera sie na nastepujacym twierdzeniu:

TWIERDZENIE 2.1. Zbior niezmienniczy S jest izolowany wtedy
1 tylko wtedy gdy istnieje blok izolujacy B taki, ze S = inv B. Ponadto,
zbior niezmienniczy i1zolowany S posiada baze otoczen ztozong z blokow
1zolujgeych dla S.

Twierdzenie to zostato dowiedzione najpierw w przypadku poto-
ku gladkiego (klasy C*) na gtadkiej rozmaitosci (zob. [CE|, [WY]).
W przypadku gtadkim mozna znalezé blok izolujacy B, bedacy rozma-
ito$cia z narozami, dla ktorego dodatkowo zbiory BT i B~ sg gladkimi
rozmaito$ciami z brzegiem. Dow6d w przypadku czysto topologicznym
(ciagly potok na lokalnie zwartej przestrzeni metrycznej) podany zostat
w [Ch].

W topologii algebraicznej przy badaniu wtasnosci homologicznych
podzbiorow R™ naturalnie pojawia sie pojecie euklidesowego retraktu
otoczeniowego.

DEFINICJA 2.1. Przestrzen topologiczna X nazywamy euklideso-
wym retraktem otoczeniowym (ENR-em), jesli istnieje zbior Y C R™,
homeomorficzny z X, bedacy retraktem pewnego swojego otwartego
otoczenia w R".

Pojecie to obejmuje szeroka klase przestrzeni, m. in. rozmaitosci.
Nie kazdy podzbiér R"™ jest ENR-em; mozna pokaza¢, ze musi on by¢
lokalnie domkniety (tj. postaci C' N O, gdzie C' jest zbiorem domknie-
tym, a O — otwartym) oraz lokalnie Sciggalny. Te dwie wlasnosci sa
rowniez wystarczajace dla podzbioru R”, aby byl ENR-~em (zob. [D]).
Klasycznym przykladem przestrzeni nie spetniajacej tych warunkow
jest okrag warszawski.

Wazna wlasnodcia topologiczna ENR-ow jest fakt, ze ich homo-
logie sa skoiiczenie generowane. Pomimo to zbiory te moga mieé¢ wiele
nieintuicyjnych cech. Warto tu wspomnie¢, ze istnieje przyktad pocho-
dzacy od Borsuka zwartego ENR-u X C R3, ktérego zaden podzbiér
dwuwymiarowy nie jest ENR-em [Bo|.

14
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Dla potokéw na lokalnie zwartych euklidesowych retraktach oto-
czeniowych naturalne jest pytanie:

Czy dla zbioru niezmienniczego istnieje blok izolujacy B
bedacy dodatkowo ENR-em wraz ze swoim zbiorem wyjscia
B~7?

W og6lnym przypadku odpowiedz jest negatywna. Wystarczy roz-
wazy¢ wspomniany wezesniej przyktad Borsuka [Bo| i odpowiednio do-
bra¢ potok na nim. Inny przyklad przedstawiony zostal w [Ru]. Dla
potokéw w R™ pytanie jest, jak dotad, nierozstrzygniete w wymiarze
n = 4.

W nizszych wymiarach odpowiedzia jest nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 2.2. Niech ¢ bedzie ciggltym potokiem na przestrze-
ni topologiczne wymiaru n. Jesli n = 2 lub n = 3, to w kazdym oto-
czeniu 1zolujgecym zbioru niezmienniczego izolowanego S istnieje blok
izolujgcy B taki, Ze B jest ENR-em oraz B~ jest (n — 1)-wymiarowq
rozmaito$ciq z brzegiem.

Przypadek n = 2 zostal udowodniony przez Srzednickiego [S].
Pozniej rezultat ten zostal rozszerzony na tréjwymiarowe rozmaitosci
przez Ruchale [Rul. Poniewaz bedziemy istotnie korzysta¢ w dalszym
ciggu z tego rezultatu, przedstawiamy ponizej idee dowodu pochodzaca
z pracy |Rul].

IDEA DOWODU 1.2 7 |[Ru]. Niech N bedzie otoczeniem izolujacym
zbioru niezmienniczego izolowanego S dla potoku ¢ na dwuwymiarowej
(odpowiednio: trojwymiarowej) rozmaitosci. Z twierdzenia 2.1 istnieje
blok B C N izolujacy S.

Pokazemy najpierw, ze dim¥~ = 1 (odpowiednio: 2). Mozemy
zatozy¢, ze X~ jest oSrodkowa przestrzenig metryczng. Wykorzystamy
nastepujacy fakt (zob. [En]|):

OBSERWACJA 2.3. Jesli A, B sa zwartymi przestrzeniami me-
trycznymi oraz dim A = 1, to

dim(A x B) =dim A+ dim B = 1 + dim B.

Niech x € X7. Wybierzmy otoczenie zwarte P punktu X w X~
oraz J — otoczenie zwarte 0 w R takie, aby J x P byto homeomorficzne
z o(J x P). Poniewaz ¢(J x P) zawiera otoczenie X homeomorficzne
zR? (R®) idimJ =1, to

dimP =1 (dim P = 2).

Z twierdzenia 3 lub tw. 13 z [Bol| wynika, ze ¥~ jest topologicznym
dzielnikiem R™ o wymiarze mniejszym lub réwnym 2, a zatem musi by¢
l-wymiarowa (2-wymiarowa) rozmaitoscia.

Skoro B~ C X7 jest zwarty, to istnieje skonczona liczba spdjnych
sktadowych zbioru ¢((—¢,¢) x ¥7), ktore pokrywaja B~.
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Niech n = 2. Z [F| znamy fakt, ze osrodkowa, spdjna przestrzen
lokalnie homeomorficzna z R jest globalnie homeomorficzna z R lub
z S, a zatem mozemy wybraé W — otoczenie B~ w ¥.~, ztozone z do-
mknietych odcinkéw lub okregéw, dostatecznie matych, aby zachodzit
warunek:

(¥)  dla kazdego x € W \ B~ istnieje czas t, > 0 o wlasnosci

oty ) € Xt 0((0,t,),2) Nt = @.

Dla zakonczenia dowodu wystarczy wzia¢ nowy blok

Wowcezas C~ = W.

Rozwazmy teraz n = 3. Zbiér ¥~ mozna striangularyzowaé w spo-
s6b przedstawiony w [Ra|. Biorac ewentualnie podzial barycentryczny
triangulacji X7, mozemy wybraé¢ pokrycie skoriczone B~ sktadajace sie
ze skoniczonej liczby domknietych trojkatow. Oznaczmy ich sume przez
W. Woéwczas B~ C W oraz mozemy zalozy¢, ze zachodzi warunek (x).

Jesli punkt w € W nie lezy we wnetrzu zadnego trojkata, to musi
leze¢ na pewnej krawedzi. Jedli tylko w nie jest wierzchotkiem, to ma
otoczenie homeomorficzne z ptaszczyzna lub potptaszczyzna. Przypu-
sémy wiec, ze w jest wierzchotkiem pewnego trojkata. Jezeli w rozdziela
otoczenie w W, to mozna na kazdej krawedzi, ktorej w jest wierzchot-
kiem, wybra¢ punkt (inny niz wierzchotek), a nastepnie usunaé troj-
katy o wierzchotkach w tych punktach i w w i w ten sposob otrzymac
otoczenie B~ z liczba takich wierzchotkéw w mniejsza o 1. Po skoriczo-
nej liczbie takich krokéw mozemy usunaé¢ wszystkie wierzchotki, ktore
rozdzielaja otoczenie w W. Jezeli w nie rozdziela otoczenia, to tatwo
sprawdzi¢, ze w ma otoczenie homeomorficzne z plaszczyzna lub pot-

plaszczyzna. Wtedy mozna wziaé blok C' jak w przypadku n = 2.
OJ

W szczegbdlnym przypadku potoku na n—wymiarowej rozmaitosci
topologicznej M oraz zbioru niezmienniczego S, ktory jest punktem
stacjonarnym, pojawia sie inne pytanie:

Czy dla S = {p} istnieje blok izolujacy homeomorficzny z n—
wymiarowa kulg domknietg D" = {z € R" : ||z|| < 1}7?

W wymiarze n = 2 rozumujemy nastepujaco: sprowadzamy ten
przypadek do ciaglego potoku na R?, dla ktorego zbior S = {(0,0)} jest
izolowanym zbiorem niezmienniczym. Twierdzimy, ze wowczas istnieje
dla S blok izolujagcy homeomorficzny z dyskiem D?.
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DowOD. Z twierdzenia 2.2 istnieje blok B izolujacy S, bedacy roz-
maitoscig topologiczna z brzegiem, dla ktérego dodatkowo B~ jest
podrozmaitoscia z brzegiem. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze
B jest domknietym kotem D? = ID(0,1) z wycieta skoniczong liczba
n otwartych dyskow K; tak, aby

n
Eﬂzzg oraz SﬂZEzQ.

i=1
Ponadto mozemy zaltozy¢, ze liczba n jest najmniejsza mozliwg, czyli
zaden inny blok izolujacy dla S nie ma mniejszej liczby dziur.

Niech z € 0K; dla pewnego i € {1,...,n}. Zalézmy, ze o (x) <

oo oraz p(ot(z),r) € St. Ale wéwcezas mozemy usunaé z B odcinek
orbity ¢([0,07(x)], z) wraz z jego dostatecznie malym otwartym oto-
czeniem, dostajac blok izolujacy z mniejsza liczba dziur (rys. 5).

RYSUNEK 5. Blok B izolujacy zbiér niezmienniczy S =
{(0,0)}, bedacy dyskiem D? z wyciety skoniczong liczba
dziur K;.

Zatem, jezeli o (x) < 0o, to (0T (x),z) € S'. Poslugujac sie tym
samym argumentem dla potoku z odwréconym czasem, dostaniemy
o(—0o~(z),x) ¢ S'. Zatem D? jest blokiem izolujacym dla swojej czesci
niezmienniczej

W :=invD? = SUZK.
i=1

Poniewaz OW C B, jest on niezmienniczy jako brzeg zbioru nie-
zmienniczego oraz réozny od S, a zatem dostajemy sprzecznos$¢ z defi-
nicja bloku izolujacego. Stad n = 0 i B jest homeomorficzny z D?. [
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W wymiarze 3 podobny problem byt rozwazany przez Roberta
Eastona [E|. Gléwny wynik pracy Eastona (tw. 1 w [E]) to twierdze-
nie gwarantujace istnienie bloku izolujacego porzadnej postaci: jesli ¢
jest gladkim potokiem na R3, a zbiér niezmienniczy izolowany S jest
torusem, krzywa domknieta lub punktem, to blok taki mozna wybraé
homeomorficzny z S x D!, S xD? i S xD?, odpowiednio. Niestety, w tym
dowodzie pojawita sie powazna luka. Wykorzystujac jednak idee przed-
stawione w |[E|, mozna podaé¢ rozwiazanie problemu istnienia bloku
izolujacego dla rozmaitosci trojwymiarowych. Opiszemy to w dalszym

ciagu pracy.

7 drugiej strony, tatwo poda¢ kontrprzyktad obrazujacy niepraw-
dziwos¢ tego twierdzenia dla n = 4. Zachodzi nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 2.4. Istnieje rozmaito$é czterowymiarowa M (ho-
meomorficzna z R*) i ¢ — potok na M majgcy doktadnie jeden punkt
stacjonarny g, bedgcy zbiorem niezmienniczym izolowanym, ktory nie
posiada bloku izolujgcego B homeomorficznego z kulg D

DowoOD. Niech G bedzie przyktadem Binga (zob. |B], tak zwana
»dog bone space”) przestrzeni, bedacej polciaglym z gory rozkladem
R3. Zbiér G nie jest (nawet lokalnie) homeomorficzny z R?, ale G x R
jest homeomorficzna z R*.

Wybierzmy punkt hy = (go,0) € R* =2 G x R tak, aby gy €
G odpowiadal niezdegenerowanemu elementowi rozktadu G. Niech hy
bedzie punktem stacjonarnym konstruowanego potoku ¢ na G x R.
Orbity punktéow niech beda postaci {g} x R, g € G, za wyjatkiem
zbioru {go} x R, ktory bedzie sktadal sie ze wspomnianego punktu
stacjonarnego hg i dwoch orbit « i 3 takich, ze
lim «a(t) = hy oraz tEmooﬂ(t) = hy.

t—o0

Wowczas {hg} jest zbiorem niezmienniczym izolowanym przez swoje
dowolne otwarte otoczenie. Pokazemy, ze nie istnieje blok izolujacy dla
hg, homeomorficzny z kulg D*, wiedzac, Ze zZadne otoczenie otwarte g
w przestrzeni G nie jest rozmaitoscig.

Przypusémy, ze istnieje taki blok B. Wowczas hg € int B, a zatem
istnieje otwarte otoczenie U dla hg takie, ze U C B. Niech V = U N
(G x {0}). Wiemy, ze V jest homeomorficzne z otwartym otoczeniem
go, & zatem nie jest rozmaitoscia (rys. 6).

Rozwazmy teraz zbior ¢(o™(U),U), gdzie o7 (x) jest czasem wyj-
Scia x z B. Zbior ten jest homeomorficzny z V', wiec réwniez nie jest
rozmaitoscia. Ale jest on roéwniez homeomorficzny z pewna sktadowa
spojna przeciecia ¢(U) N IB, a wiec z otwartym podzbiorem 0B. Po-
winien byé¢ zatem rozmaitoscia, otrzymujemy sprzeczno$c.

O
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AE__\ ;
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RYSUNEK 6. Ilustracja dowodu twierdzenia 2.4.
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ROZDZIAL 3

Istnienie blokéw o typie kohomologii zbioru
niezmienniczego

Rozwazmy ciagly potok ¢ na lokalnie zwartej przestrzeni me-
trycznej X . Zatozmy, ze pewien podzbior S przestrzeni X jest niezmien-
niczy wzgledem ¢ oraz ze H*(S) jest typu skonczonego. Zajmiemy sie
odpowiedzia na pytanie o istnienie takiego bloku B izolujacego S, aby
odwzorowanie indukowane przez inkluzje w kohomologiach

H*(B) — H*(S)

byto izomorfizmem. Czesciows odpowiedz na to pytanie daje twierdze-
nie 3.4. Zanim przejdziemy do jego dowodu zajmiemy sie najprostsza
sytuacja dotyczaca zbioréw niezmienniczych izolowanych S bedacych
zbiorami dodatnio asymptotycznie stabilnymi, czyli dla ktorych istnie-
je blok izolujacy B dla S taki, ze B~ = @&. Oczywiscie, wtedy a~ = &,
wiec z lematow 1.2 i 1.3 wynika, ze inkluzja S — B indukuje izomor-
fizm w kohomologiach.

Kohomologiczny indeks Conleya C'H(S) zbioru niezmienniczego
S definiujemy jako

CH(S) := H*(B, B,

gdzie B jest blokiem izolujacym dla S. Mozna pokazaé, ze indeks
CH(S) nie zalezy (z dokladnoscia do izomorfizmu) od wyboru bloku
izolujacego B (|Ch)).

PRrRzYKELAD 3.1. Kohomologiczny indeks Conleya zbioru niezmien-
niczego S bedacego punktem siodtowym z rys. 3:

HO(B,Bf) =Q,
H'\(B,B") = H\(S") = Q,
H'(B,B)=0 dla n>2
A zatem CH(S) = (Q,Q,0,0,...).

1. Lematy kohomologiczne

W dalszych rozwazaniach bedziemy sie postugiwaé nastepujaca
wersja lematu o pieciu izomorfizmach:

20
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LEMAT 3.1 (Lemat o pieciu izomorfizmach). Rozwazmy nastepu-
jacy diagram przemienny homomorfizmow przestrzeni wektorowych nad
Q, o doktadnych wierszach:

Ay As Az Ay —— A;
B By Bs By —— Bs

Witedy:
o jesli go 1 g4 S¢ monomorfizmami i g; jest epimorfizmem, to g3
jest monomorfizmem;
o jesli go 1 g4 Sq epimorfizmami i gs jest monomorfizmem, to g3
jest epimorfizmem.

LEMAT 3.2. Niech B bedzie blokiem izolujgcym S. Wowczas
a) H*(B) — H*(5) jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy H*(B~) —
H*(a™) jest izomorfizmem;
b) jesli CHY(S) = 0 oraz HY(B) — H%(a™) jest monomorfizmem, to
HY(B~) — HY(S) jest monomorfizmem.

DowoOD. Inkluzja S < B faktoryzuje sie na S <— A — B, a zatem
z lematu 1.2 wiemy, ze H*(B) — H*(S) jest monomorfizmem (odpo-
wiednio: izomorfizmem) wtedy i tylko wtedy, gdy H*(B) — H*(A) jest
monomorfizmem (izomorfizmem).
Rozwazmy nastepujacy diagram. Jest on przemienny, jego pozio-
me wiersze stanowia dlugie ciagi doktadne par (B, B™) oraz (A,a™),
a pionowe homomorfizmy sa indukowane przez inkluzje:

- — HYB,B”) — HYB) — HYB~) — H"YB,B™) — ---

l l l l

- — HY(A,a”) — HY(A) — Hia") — HI(A,a") — -

Z uwagi na lemat 1.3, teza a) lematu wynika wprost z lematu o pieciu
izomorfizmach.
Dla dowodu czesci b), rozwazmy fragment powyzszego diagramu:

0= HYB,B~) — HYB) —— HI(B")

H(A) —— Hia")
Zatozylismy, ze ztozenie H?(B) — H9(A) — HY%(a~) jest monomor-
fizmem, a wiec H%(B) — HY9(A) takze — w konsekwencji H9(B) —
H4(SS) jest monomorfizmem na mocy lematu 1.2. O

WNIOSEK 3.3. Niech B bedzie blokiem izolujgcym S takim, ze
H*(B) — H*(S) jest monomorfizmem. Wowczas H*(B~) — H*(a™)

jest rowniez monomorfizmem.
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DowOD. Teza wynika z lematu o pieciu izomorfizmach zastosowa-
nego do diagramu z dowodu lematu 3.2. 0

2. Kostabilnosé

DEFINICJA 3.1. Niech B bedzie blokiem izolujacym dla potoku
na lokalnie zwartej przestrzeni metrycznej X. Powiemy, ze a~ jest ko-
stabilny w B~ jesli istnieje Y C int yj5 B~ — zwarte otoczenie a~ takie,
ze odwzorowanie indukowane przez inkluzje w kohomologiach

H*(Y)— H"(a™)
jest izomorfizmem.
PRZYKEAD 3.2. Niech S = {(2,0) e R? : 2 =2, n=12...
lub z = 0}. Istnieje ciagla funkcja g : R?* — [0, 00) taka, ze
S={zeR?*:g(z) =0}
Niech 1) bedzie potokiem generowanym na R? przez réwnanie
2 =g(2)-(0,1).
Wowczas S sktada sie ze wszystkich punktéw stacjonarnych v, a nawet

jest to zbior wszystkich punktow o zwartych trajektoriach, a zatem jest
on zbiorem niezmienniczym izolowanym (rys. 7).

i

d‘
0@

RYSUNEK 7. Przyktad asymptotycznego zbioru wyjscia

a~, ktory nie jest kostabilny w zbiorze wyjscia B~

a” B

003

Rozwazmy blok izolujacy dla S:
B=1[-1,2] x [-1,1].
Wowcezas
B* =[-1,2] x {F1},
a* = {(z,¥1) : (x,0) € S}.
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Zbiory a* maja nieskonczenie wiele sktadowych spéjnych, a za-
tem HY(a™) sa nieskoriczonego wymiaru. W szczegolnosci, a* nie sq
kostabilne w B*.

Zauwazmy tez, ze jesli BT sa rozmaitoéciami z brzegami, a a* sa

zbiorami skoriczonymi, to a* sg kostabilne w B* (por. rys. 9).

Ponizszy rezultat podaje warunek wystarczajacy na istnienie blo-
ku izolujacego B dla S majacego ten sam typ kohomologii.

TWIERDZENIE 3.4. Niech B bedzie blokiem izolujgcym Churchilla
dla zbioru niezmienniczego izolowanego S takim, zZe a~ jest kostabilny
w B™. Wtedy istnieje W C B blok izolujgcy Churchilla dla S taki, zZe
odwzorowanie indukowane przez inkluzje w kohomologiach

H*(W) — H*(S) jest izomorfizmem.
Co wiecej, a™ jest wowczas réwniez kostabilny w BT .

DowOD. Niech Y C int B~ bedzie otoczeniem a~ takim, ze odwzo-
rowanie indukowane przez inkluzje
H*(Y)— H*(a")
jest izomorfizmem. Oznaczmy D := B~ \ 'Y (rys. 8).
Definiujemy
W := B\ ¢(D, B).
Wtedy W jest blokiem izolujacym Churchilla dla S (na podstawie Pro-

pozycji 3.11 w [Mont|), w ktorym W~ =Y. Z Lematu 3.2 wnioskuje-
my, ze odwzorowanie

H*(W) — H*(S) jest izomorfizmem.

Aby uzasadni¢ kostabilno$é a* w BT, wystarczy zauwazy¢, ze
at C W+ Cint BT. Poniewaz H*(W) — H*(S) jest izomorfizmem, to
jeszcze raz wykorzystujac Lemat 3.2, dostajemy izomorfizm

HA (W) — H*(a*).



2. KOSTABILNOSC

Y

RYSUNEK 8. Ilustracja dowodu tw. 3.4: konstrukcja blo-
ku izolujacego W kohomologicznego ze zbiorem nie-
zmienniczym S.
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ROZDZIAL 4

Bloki izolujace dla potokéw na rozmaitoSciach
tréjwymiarowych

W tym rozdziale zajmiemy sie czesciowa odpowiedzia na pytanie:

Czy dla zbioru niezmienniczego izolowanego potoku na roz-
maitosci 2— lub 3—wymiarowej mozna znalezé blok izolujacy
B bedacy ENR-em i jednoczesnie dla ktérego

H*(B) — H™(5)

jest izomorfizmem?
Inspiracja dla rozwazan jest wspomniane juz twierdzenie Eastona

TWIERDZENIE 4.1 (|E|). Niech V' bedzie polem wektorowym kla-
sy C' na orientowalnej, gladkiej rozmaitosci 3—wymiarowej M, ktore
generuje na niej potok ¢. Niech S C M bedzie zbiorem niezmienni-
czym. izolowanym dla @. Wowczas istnieje blok B izolujgcy S taki, ze
homomorfizm indukowany przez inkluzje

H*(B) — H*(5)
jest monomorfizmem.

Nalezy zauwazy¢, ze Easton w swojej pracy |E| rozwazal bloki
izolujace o dodatkowej wlasnosci 9B = B~ U B*. Dowdd przebiegal
w dwoch krokach:

(el) istnienie bloku izolujacego B dla S, aby
H*(B™) — H"(a™)

byto monomorfizmem;
(e2) dowod faktu, ze z iniektywnosci H*(B~) — H*(a™) wynika iniek-

tywnos¢ H*(B) — H*(S5).

Krok (el) jest poprawny, opiera sie na nastepujacym lemacie [E|:

LEMAT 4.2 (Easton). Niech M bedzie zwartq, spdjng, gtadkq roz-
maitoscig 2-wymiarowa z brzegiem, a C' — domknietym podzbiorem
int M. Wowczas wewngtrz kazdego zbioru U bedgcego otoczeniem otwar-
tym C' w M istnieje zwarta rozmaitosé z brzegiem N taka, Ze

CcNcU

oraz
H*(N) — H"(C)
25
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jest iniekcjq. Jesli dodatkowo H*(C') sq skoriczenie generowane, to N
mozna wybraé tak, aby H*(N) — H*(C) byto izomorfizmem.

Whiosek 3.3 niniejszej pracy orzeka, ze iniektywnos$é odwzorowa-
nia H*(B~) — H*(a™) jest warunkiem koniecznym monomorficznosci
H*(B) — H*(95), ale nie wystarczajacym. Rzeczywiscie, prosty przy-
ktad bloku dla potoku na plaszczyznie, przedstawiony na rysunku 9
dowodzi nieprawdziwosci kroku (e2) dowodu Eastona. Mozna rowniez
zmodyfikowaé¢ ten przyktad na potrzeby potokéw trojwymiarowych,
rozszerzajac przestrzen o jeszcze jeden stabilny wymiar w punkcie sta-

cjonarnym.
B\ \\

Y

RYSUNEK 9. Przyktad obrazujacy btad w dowodzie Eastona

Oryginalny dowod Eastona kroku (e2) zaktada doktadnosé naste-
pujacego ciggu w homologiach:

-— H,(B"\a",7) — H,(B,0B) — H,(B,B\S) — -,
gdzie 7 = BTN B~. Ostatnia strzalka jest homomorfizmem stopnia —1,
a pozostale sa indukowane przez inkluzje (por. ciag (B) w [E], s. 335).
Jednak tatwo sprawdzié¢ dla przyktadu z rys. 9

H{(B \a ,7)= H(B,B\S) =0, H,(B,0B) 2 Z,

a zatem ciag ten nie moze by¢ doktadny.

Modyfikacja argumentow Eastona jest przedmiotem nastepujace-
go twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.3. Jesli S jest zbiorem niezmienniczym izolo-
wanym dla potoku na rozmaitosci wymiaru 3 i H*(S) sq skoriczenie
generowane, to wewngtrz kazdego jego otoczenia izolujgcego N istnieje
B C N blok izolujgcy S taki, ze:

e H*(B) — H*(S) jest izomorfizmem,
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e B jest trojwymiarowq rozmaitosciq z brzegiem.

W szczegblnosci, kazdy zbiér niezmienniczy izolowany o skoncze-
nie generowanych kohomologiach w wymiarze 3 musi mie¢ typ koho-
mologii zwartej rozmaitosci.

DowOD. Z twierdzenia 2.2 dostajemy blok izolujacy W C N, ktory
jest ENR-em oraz W~ jest dwuwymiarowa rozmaitoscia z brzegiem.
Skoro C'H (S) sa skoriczenie generowane, to z lematow 1.2 i 1.3, a takze
rozwazajac diugi ciag doktadny pary (A, a~) dostaniemy wniosek, ze
H*(a™) jest rowniez skoriczenie generowany. Zatem, z lematu 4.2 zbior
a~ jest kostabilny w W ™.

Wykorzystujac teraz Twierdzenie 3.4, wewnatrz kazdego otwarte-
go otoczenia U dla a™ w W™ znajdziemy blok B C W izolujacy S taki,
ze

ea CB CU

e H*(B) — H*(S) jest izomorfizmem

e B* sy dwuwymiarowymi rozmaitosciami.
Mozna tatwo sprawdzié¢, ze wobec powyzszego OB jest rowniez dwu-
wymiarowg rozmaitoscia, a B jest trojwymiarowa rozmaitoscia z brze-
giem. U

WNIOSEK 4.4. Jesli zbior S = {0} jest niezmienniczy izolowa-
ny dla ciggtego potoku na R3, to istnieje dla niego blok izolujgcy B,
homologiczny z trojwymiarowq kulg domknietq.

Rozdzial ten zakoriczymy rozwazaniami dotyczacymi konsekwen-
c¢ji wynikajacymi z istnienia dla danego zbioru niezmienniczego S bloku
izolujacego takiego, ze BT s §ciagalne w brzegu B. Motywacja dla tego
typu rozwazan jest nastepujace pytanie:

Czy dla danego bloku izolujacego B znajomos$é kategorii
Lusternika—Schnirelmanna cat g (B~) jego zbioru wyjscia B~
w brzegu 0B moze daé¢ informacje o strukturze zbioru nie-
zmienniczego izolowanego S izolowanego przez B?

Jak dotad nie udato si¢ uzyska¢ rezultatéow w tym kierunku.

LEMAT 4.5. Jesli B jest blokiem izolujgcym takim, zZe dla pewnych
p, ¢ = 1 odwzorowania indukowane przez inkluzje

H?(OB) — H?(B") , HY0B) — HY(B")
sq trywialne (np. gdy B* sq Sciggalne w OB), to cup—produkt
U: H?(0B) ® HY(OB) — H*"(0B)
jest trywialny.
DowOD. Rozwazmy dhugi ciag doktadny pary (0B, B™)
- — H?(0B,B") — H?(0B) — H?(B%) — - --
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Widaé¢, ze homomorfizm H?P(0B, BT) — HP(0B) jest epimorfizmem,
analogicznie HY(0B, B~) — HY(0B) jest epimorfizmem. Poniewaz B*
jest silnym retraktem deformacyjnym 0B \ BT, to homomorfizmy

HP(0B,0B\ B™) — HP(0B),  HY(0B,0B\ B") — HY(0B)
sa epimorfizmami. W diagramie przemiennym
HP(0B,0B\ B~) ® HY(0B,0B\ B*) —— HP(0B) ® H9(0B)
‘| o|
0= HP*(0B,(0B\ B~)U (0B\ B*)) ——  H*(9B)

pierwsza pozioma strzatka jest wiec epimorfizmem, a zatem drugi cup—
produkt musi by¢ trywialny. O

PRZYKEAD 4.1. Niech S C R3 bedzie orbitg okresows i jedno-
czesnie zbiorem niezmienniczym izolowanym. Istnieje wowczas dla S
blok izolujacy homeomorficzny z pelnym torusem S x D?. Poniewaz
cup—produkt

U: H'(0B) ® H'(0B) — H*(0B)
jest nietrywialny, to jedno z odwzorowan

H'(0B) — H'(BY) lub H'0B)— HY(B")

jest nietrywialne.
Ale jesli H'(OB) — H'(B%) jest nietrywialne, to H'(0B) —
H'(a®*) réwniez, w szczegolnoscei at lub a~ jest niesciagalny w 9B.
LEMAT 4.6. Jesli Bt jest Sciggalny w OB, to dlap > 1 i q € Z
cup—produkt

U: HP(OB, B~) ® H(OB) — HP*(B, B~)
jest trywialny.
DowoOD. Skoro dla p > 1 homomorfizm HP(0B) — HP(B™) jest

epimorfizmem oraz B jest silnym retraktem deformacyjnym 0B\ B,
to

HP(OB,0B\ B~) — HP(0B)
jest epimorfizmem, a zatem teza wynika z przemiennosci nastepujacego
diagramu:
H?(0B,B~) ® HY(0B,0B\ B-) —— HP(0B,B~) ® HY(0B)
‘| ‘|

0= HP1(0B,B) —  HP9(0B,B")
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Niech teraz B C R"™"! bedzie blokiem izolujacym i dodatkowo
(n 4+ 1)-rozmaitoscia z brzegiem. Zauwazmy, ze B jest silnym retrak-
tem deformacyjnym 0B \ B~, a w szczegdlnosci jest ENR-em. Wobec
tego z dualnosci

H(0B,B~) =~ H,_;(0B\ B~) = H,_;(B").

LEMAT 4.7. Przypusémy, ze BT jest Sciggalny w OB. Jezeli

H;(BT) # 0 dla pewnego i > 1, to H"""1(B~) # 0.
DowOD. Skoro BT jest §ciagalny w 9B, to odwzorowanie H;(B*) —
H;(0B) jest nietrywialne. Rozwazmy dtugi ciag doktadny pary (0B, B™)
i i+1(8B,B+) - Hi(BJr) — H;(0B) — -+,
dostajemy fakt, ze
H; 1 (0B, B+) - Hi(B+)

jest epimorfizmem. W szczegolnosci H; (0B, BT) # 0.

Wobec

Hi+1<aB7 B+) = Hi+1(aB7 oB \ B_)

oraz dualnodci

Hr(0B,0B\ B) = H" " \(B")

dostajemy '
H; (0B, BY) = H" " }(B™).

WNIOSEK 4.8. Jesli BT jest $ciggalny w OB, to dla i > 1
dim H,_;_1(B~) = dim H(B") + dim H"™(0B).
DowoD. Dla ¢ > 1 odwzorowania H'(OB) — HY(B") oraz

H™"1(0B) — H™(BT) sa trywialne, wiec dtugi ciag dokladny pary
(0B, BT) przyjmuje postac

0 — H'(B") — H"(0B,B%) — H"*'(0B) — 0,
a zatem
dim H'"*(0B, B") = dim H'(B*) + dim H""(0B).
7 dualnosci dostajemy
dim H'"**(0B, B") = dim H,,_; 1(0B\ B") =dim H,,_;,_,(B7) ,
skad wynika teza. O



ROZDZIAL 5

Dynamika symboliczna, punkty okresowe, ciagi
Lefschetza i ich ciagi dualne

1. Notacja

Przedstawimy najpierw notacje uzywana w nastepnej czesci roz-
prawy.

Niech ¥y = {0, 1}% bedzie zbiorem ciagéw nieskoriczonych w obie
strony, o wyrazach ze zbioru dwoch symboli 01 1. Jest to zwarta prze-
strzen metryczna z topologia produktowa. Odwzorowanie przesuniecia
w lewo (lewy shift) o : ¥y — ¥ dane wzorem

(0(c)n = Cny1, c={cn} € Xg,

jest homeomorfizmem Y, w sama siebie.

Przez ¢} € ¥, bedziemy oznacza¢ n—okresowe ciagi takie, ze
1 wystepuje doktadnie k£ € {0,...,n} razy w pojedynczym okresie
(co,C1y. - Cn_1). Niech ¥o(n, k) C 3y bedzie zbiorem wszystkich ta-
kich ciagéw. Dodatkowo bedziemy wyrdznia¢ dwa ciggi

0 =(...,0,0,0,...), 1°=(...,1,1,1,...).

Zauwazmy, ze 0, 1°° sa n—okresowe dla kazdego okresu n > 1.

Niech P : I — I bedzie homeomorfizmem zwartej przestrzeni
metrycznej I w sama siebie. Definiujemy zbiory:

P'={xel:P'(x)=2a} dla n>1,

P, =P"\ (J P, P=[]JP"

1<k<n n>1

2. Wlasnosci ciggu liczb Lefschetza i jego ciaggu dualnego

W tym rozdziale oméwimy najwazniejsze wlasnosci arytmetycz-
nego ciggu liczb Lefschetza i jego ciagu dualnego.

Niech E' = {E, },>0 bedzie przestrzenia wektorowa (nad Q) z gra-
dacja, a h = {h,, },>0 endomorfizmem E stopnia zero, czyli dla kazdego
n > 0 odwzorowanie h, : E, — E, bedzie liniowe. Przypu$émy do-
datkowo, ze E jest typu skoriczonego, a zatem FE,, = 0, dla prawie
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wszystkich n € N oraz dim F,, < oo dla wszystkich n € N. Wowcezas
dobrze okreslona jest liczba Lefschetza odwzorowania h jako

L(h) =Y (=1)"tr (hy).

W szcezegolnosci, jesli h = Id = {id g, }n>0, to liczba Lefschetza jest
rowna charakterystyce Eulera—Poincarégo przestrzeni F, tj.

LId) =) (-1)"dim E, = x(E).

n=0

Dla endomorfizmu h : E — E definiujemy ciag liczb catkowitych
L = {Ly}r>0, nazywany ciggiem Lefschetza, jako
Lp=L(A" dla k>0,
gdzie h¥* = ho...oh oraz h® = Id. Definiujemy réwniez ciag L£* =
—

k
{L;}r>0, zwany ciggiem dualnym do L przez

W szczegolnoscei
L= Lo=L(Id) = x(E).

Funkcjg Mobiusa p : N — 7 bedziemy nazywaé funkcje dang
przez
1 dlan=1,
pu(n) =4 (=% dlan=p; - pg, gdzie p; — rézne liczby pierwsze,
0 w pozostatych przypadkach.

Moéwimy, ze ciag {a,} liczb calkowitych spetia relacje Dolda
(zob. [JM]), jesli

Vn € N Zu(%) aqg =0 (mod n).

dn

Zauwazmy, ze jezeli ciag {a,} spelnia relacje Dolda, to dla kazde;
liczby pierwszej p zachodzi

a, = a; (mod p).
Nastepujacy fakt zostal udowodniony w [MW|:

LEMAT 5.1. Dla kazdego okresowego segmentu izolujgcego sq spet-
nione wtasnosci:
a) ciggi L i L* spetniajq relacje Dolda;
b) Li = L((h —1d)*) dia k > 0,
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c) jesli ciqg L jest m—okresowy (m > 1), to istnieje kg takie, ze L . #
0 dla k > ko. Co wiecej, istnieje tez p > 1 takie, ze

L,
fim ok =@ #0.

W szczegolnosci, jesli cigg L jest okresowy, to cigg dualny L* jest
Nn1e0graniczony.

W nastepnych rozdziatach bedziemy czesto uzywaé¢ wlasnosci al-
gebraicznych ciggu £, wynikajacych z ponizszego lematu.

LEMAT 5.2. Jesli {ay} jest m—okresowym ciggiem liczb catkowi-
tych takim, zZe dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi relacja

a, =a; (mod p)
oraz (r,m) =1, to a, = a;. W szczegdlnosci, jesli m jest liczbg pierw-
52q, to
a; = ... = Qm-—1-
DowoOD. Skoro (r,m) = 1, to z twierdzenia Dirichleta istnieje ciag
n, — oo taki, ze
P =T +ngm
jest liczba pierwsza dla kazdego k£ € N. W szczegdlnosci istnieje takie
k, ze
pr > lar — arl.
Stad dostajemy
Ay = Gyp, = (mOd pk)7

oraz pg|(a, —ay), a zatem a, = a;. O

3. Metody topologiczne wykrywania dynamiki symbolicznej

Popularng metoda analizy skomplikowanej dynamiki homeomor-
fizmu P jest znalezienie zwartego zbioru I niezmienniczego dla P takie-
go, aby P zawezony do I byl semisprzezony z lewym shiftem o : 39 —
Y. W réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych mamy zwykle do czynie-
nia z sytuacja, gdzie P jest odwzorowaniem Poincarégo zdefiniowanym
na pewnym przekroju Poincarégo. W ostatnich latach pojawilo sie wiele
nowych metod topologicznych wykrywania tego rodzaju chaotycznych
zachowan. Bazuja one na réznych technikach w rodzaju: teorii indeksu
Conleya, teorii punktow statych, relacji nakrywajacych i innych (patrz
[BCG, BF, CDP, GZ, PZ, PZ1, PZ2, MM, MM2, SWZ|).

Wspomniane semisprzezenie to ciagla suriekcja g : I — Yo taka,
ze

goP|f=0o0g.



4. DYNAMIKA SYMBOLICZNA, PUNKTY OKRESOWE 33

Semisprzezen poszukuje sie czesto wsrod naturalnych odwzorowan zwia-
zanych z geometrycznymi wlasno$ciami uktadu, a nastepnie, aby udo-
wodnié, ze g jest suriekcja, probuje sie znalezé pewien gesty zbior za-
warty w obrazie g. Czesto w dowodzeniu suriektywnosci g wykorzystuje
sie teorie punktow stalych.

Interesujace nas techniki topologiczne badania uktadéw dyna-
micznych zaktadaja powiazanie odwzorowania Poincarégo P z endo-
morfizmem h : E — E w taki sposob, ze indeks punktu stalego P™
w zbiorze IN{x € U : P"(x) = z} jest dobrze zdefiniowany oraz réwny
liczbie Lefschetza L, = L(h™). W praktyce zbiér I jest niezmienniczy
izolowany dla P i wowczas h : ' — E jest pewnym odwzorowaniem
indeksowym typu Conleya. Wéwcezas zbior F(c}) = g~ '(c?) NP jest
izolowany w zbiorze punktéw stalych P”, a jego indeks punktu statego
ind (P, F'(c})) jest dobrze okreslony.

Przypusémy teraz, ze mamy do czynienia z sytuacja, gdy indeks
punktu stalego ind (P, F'(¢})) jest niezalezny od n, tj. dla kazdych
dwoch ciagéw ¢ 1 ¢t mamy

ind (k) :=ind (P", F'(c},)) = ind (P™, F(c}")).

Zauwazmy, ze wtedy z wtasnosci addytywnosci indeksu punktu statego

dostaniemy
“/n
L, = ind (k),
> () math
k=0
a ze wzoru inwersyjnego Mobiusa

ind (k) = Lj.
Widaé, ze w szczegdlnoscei w takiej sytuacji warunek L} # 0 po-
ciaga za soba
F(cg) # 2,
dla kazdego n > k i kazdego ciagu ¢} € ¥q(n, k). Zatem, ze zwartosci
g(I) dostajemy zawieranie

{cp Ly #0, n>k} Cg(l) C 3,

wiec, jesli tylko {c} : Ly # 0, n > k} jest gesty w X, g jest suriekcja.

Istotne zatem wydaje sie uzyskanie rezultatow gwarantujacych
niezerowanie si¢ elementéw ciagu dualnego {L;} do ciagu
Lefschetza {Ly}.

4. Dynamika symboliczna, punkty okresowe

Niech f : U — X bedzie ciaglym odwzorowaniem zdefiniowanym
na otwartym podzbiorze U pewnej przestrzeni metrycznej X. Wybierz-
my podzbior zwarty I C U tak, aby f|; : I — I byto homeomorfizmem.
Zalozmy takze, ze
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e istnieje ciagte odwzorowanie g : [ — X5 takie, ze

goflr=o0o0gy,

e istnieje £ = {E,,} — przestrzen wektorowa z gradacja, skon-
czonego typu, wraz z endomorfizmem h : F — FE takie, ze
warunek L; # 0 pociaga za soba

F() = g () NP £ 2,
dla kazdego n > k i kazdego ciagu ¢} € Xa(n, k).

Z ciagiem Lefschetza £ wiazemy zbior liczb naturalnych, odpo-
wiadajacych niezerowym wyrazom ciggu dualnego L£*

v(£)={keN:L;#0}.

WNIOSEK 5.3. Jesli v(L) jest zbiorem nieskoriczonym, to g jest
suriekcjg. W szczegolnosSci, entropia topologiczna f jest dodatnia.

DowOD. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli v(L) jest nieskoriczony, to
odpowiadajgcy mu zbioér
{heXe:kev(l), n=k}Cg(l)

jest gesty w 2. U

Nastepny wynik dotyczy okresowych ciagdéw Lefschetza typu

(Lo, Li, Lty .., Li, Lo, L, . .).

PROPOZYCIA 5.4. Niech £ = {Ly}r>o bedzie ciggiem Lefschetza

takim, ze Ly # Ly. Wowczas

a) {p e N:|Ly — Lo| <p, p jest liczbg pierwszq } C v(L);
b) jesli L jest m—okresowy i Ly = ... = Ly, 1 # Ly, = Lo, to

e (L) =N dla m parzystych,

o (L) =N\ {nm:n — nieparzyste } dla m nieparzystych;
c) jesli L jest p—okresowy, gdzie p jest liczbg pierwsza, to

v(L) =N\ {np: n — nieparzyste}.

DOwOD. Zalozmy, ze Ly = 0 dla pewnej liczby pierwszej p > [L; —
Ly|. Skoro L} = Ly — Ly i ciag dualny £* spelnia relacje Dolda (por.
Twierdzenie 5.1), to 0 = L} = L} (mod p), a zatem p|(L; — Lo) # 0
1 dostajemy sprzecznosc.

Druga czes¢ tezy zostata udowodniona w [PW] (por. réwniez
[SWZ]), a czes¢ ¢) wynika wprost z b) i lematu 5.2. O

WNIOSEK 5.5. Jesli Ly # Ly, to g jest suriekcjg. Co wiecey,
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a) dla n > |Ly — Lo| zachodzi

cardP,, > Z (Z),

peS(n)

gdzie S(n) ={peN:|L — Ly <p<n,p fn, p— pierwsza};
b) dla kazdego n > max{|L; — Lo|,3} zachodzi

card Ps,, > (Bn)
n

DowoD. Ustalmy ¢ € ¥a(n, p). Skoro Ly # 0, to F'(cp) jest niepu-
sty. Pokazemy, ze jesli v € F'(c}), to x € P,,. Nalezy w tym celu pokazac,
ze n jest okresem minimalnym x. Zauwazmy, ze jesli 1 < m < n jest
okresem minimalnym x, to m|n i | =  musi dzieli¢ p, a zatem I|n
i wreszcie l|p. Ale p fn, wiec [ = 1, i w konsekwencji m = n.

Wiadomo, ze dla kazdego p € S(n) istnieje co najmniej (Z) punk-
tow okresowych w P,, odpowiadajacych n-okresowym ciagom ¢ €
Yo(n, p). Ponadto punkty okresowe kodujace rézne liczby pierwsze p €

S(n) sa rozne miedzy soba, skad wynika teza a).
7 twierdzenia Czebyszewa istnieje liczba pierwsza p taka, ze

n<p<2n

(zob. [AZ]). W udowodnionej powyzej czesci a) i prostych whasnosci
wspotezynnikéw dwumianowych dostaniemy

card P3, > v(3n) > (?m) > <3n>

P n

WNIOSEK 5.6. Dla kazdego n > max{|L; — Lo|,3} zachodzi
card Py, > 2n.
DowOD. Podobnie jak powyzej, z tw. Czebyszewa wybieramy licz-

be pierwsza n < p < 2n. Z wniosku 5.5 i wlasnosci wspotezynnikow
dwumianowych dostaniemy

2
card Py, > v(2n) > ( n) > 2n.
p

0

Zalozmy teraz, ze ¢ > 1 jest liczba catkowita wzglednie pierwsza
zm € Z* (ich najwigkszy wspolny dzielnik NWD (¢, m) = 1). Niech

t
g=]]r
s=1
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gdzie py, ..., ps sa réznymi liczbami pierwszymi oraz a, € Z*. Za [ST|
oznaczmy

Vn(q) = NWW [p0* 7 (p" — 1), ..., pf  (p — 1)),

gdzie NWW jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia, a s jest naj-
mniejsza liczba naturalng o wlasnosci p =1 (mod m).

PROPOZYCIA 5.7. Przypusémy, ze pewien ciqg Lefschetza L jest
okresowy o okresie nieparzystym m > 1 oraz, ze L1 # Ly.

a) Istnieje ko € N takie, ze
{2mk : k> ko} C v(L).
b) Jesli dla pewnego q > |Ly — Lo| zachodzi NWD (¢, m) =1, to
{1+ 1wm(q), 2+ lvm(q) : 1 =0} C v(L).
DowOD. Czesé pierwsza tezy wynika z Propozycji 5.1. Oznaczmy

a(n,m,r) = > (Z) ak.

k=r mod m

Na podstawie pracy [ST| dostajemy

a(k + vm(q),m,r) = a(k,m,r) (mod q),
zaktadajac, ze ¢ > 1 jest wzglednie pierwsze z m i k > 0. Pokazemy
najpierw, ze ciag L* jest v,,(q)—okresowy modulo ¢. Istotnie, wobec

m—1
L*R = (_1)R (Z CL(R, m, T)Lr)
r=0
oraz
-1

3

Liym(@+r = (—1)lm@*H <

dostajemy

a(lvy,(q) + R, m,r)Lr> ,

Il
=)

T

Zkzxm(q)JrR = (_]‘>ll/m(q)L*R (mOd Q)
Mozna sprawdzi¢, ze jesli ¢ # 2, to v,(q) jest parzyste, a dla
q = 2 zachodzi (—1)""() =1 (mod 2), a wiec

Ly @+r =L (mod q).

W szczegdlnosei Lj, v, = L7 (mod g). Poniewaz ¢ > [L1 — Lol, to
L #0 (mod q) i w konsekwencji Ly, 1 70

Dla R = 2 dostajemy Lj, 1.0 = L5 (mod ¢). Skoro m jest nie-
parzysta, to NWD (2,m) = 1, a wiec z Lematu 5.2 dostajemy L; = Lo.
Zatem

L;:L2—2L1+L0:LO—L1,
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i wobec q > |L1 — Lo| mamy L3 # 0 (mod ¢). Stad L;, ., # 0.
O

Glownym twierdzeniem tego rozdziatu jest

TWIERDZENIE 5.8. Przypusémy, ze L = {Ly}r>0 jest p—okreso-
wym ciggiem dla pewnej liczby pierwszej p oraz zachodzi

Ly # L.
Wowczas g : I — Xy jest suriekcjg. Ponadto
a) jesli p = 2, to F(c}) jest niepusty dla kazdego n—okresowego ciggu
cp oraz dla dowolnej liczby pierwszej q zachodzi

(1) cardP, > 27 — 2.

b) jesli p jest nieparzystq liczbg pierwszq, to zbior F(c}) jest niepusty
dla kazdego n—okresowego ciggu ci., dla ktorego k nie jest nieparzystq
wielokrotno$cig p oraz dla dowolnej liczby pierwszej q zachodzi

2) card P, > ) (Z)

keC(q)
gdzie
Clg)={1<k<q:p fk lubk jest parzyste.}

DowoOD. Dla p = 2 bezposrednie wyliczenie daje

1o Lo dla k=0
P (=2 Ly — L) dla k=1

Zatem F'(c}) # @. Aby wykaza¢ (1), rozwazmy k € {1,...,q—1}. Dla
kazdego ciagu ¢} istnieje © € F(c¢]). Poniewaz ¢ jest pierwsza, to musi
zachodzi¢ x € P,. Skoro mamy 29 — 2 takich ciagow ¢}, a rozne ciagi
odpowiadaja réznym g—okresowym dla f punktom, dostajemy teze.

Przypusémy teraz, ze p jest nieparzysta liczba pierwsza. Wystar-
czy udowodni¢, ze Ly = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy k jest nieparzysta
wielokrotnoscia p. Z lematu 5.2 wynika, ze

Ly=...=L,, L,=0Ly# L,

a zatem teza wynika z Propozycji 5.4. Aby pokazaé (2), rozwazmy k €
C(q). Liczba k nie jest nieparzysta wielokrotnoscia p, a wiec L} # 0.
Stad istnieje z € F(c}) 1 w konsekwencji « € P,. Istnicje Zkec(q) (Z)
mozliwych ciagow ¢ odpowiadajacych k& € C(q) i odpowiadaja one
roznym g—okresowym punktom, co konczy dowdd. 0
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WNIOSEK 5.9. Zatdzmy, Ze ciag L = {Li}r>o0 jest m—okresowy
dlam > 1 oraz L1 # Ly. Wowczas istnieje kg € N takie, ze dla kazdego
k > ko, dla ktorego liczba p = A4mk + 1 jest pierwsza, zachodzi

p
cardP, > (ka> )

Zwroémy uwage, ze z twierdzenia Dirichleta istnieje nieskonczenie
wiele takich k > kg, dla ktorych 41k + 1 jest liczba pierwsza.

DowOD WNIOSKU 5.9. Z twierdzenia 5.1 wynika, ze istnieje kg
o tej wlasnosci, ze L3, # 0 dla kazdego k > ky. Skoro p = 4mk + 1
jest pierwsza, to kazdy punkt x € F(c) ) ma okres minimalny p, co
koniczy dowdd. 0]



ROZDZIAL 6

Zastosowania w dynamice

W tej czesci opiszemy topologiczne metody wykrywania dynamiki
chaotycznej pasujace do schematu opisanego w poprzednim rozdziale.

1. Dynamika odwzorowan Poincarégo réwnan rézniczkowych
okresowych w czasie

Niech M bedzie rozmaitoscia klasy C', a v : R x M — TM
zaleznym od czasu polem wektorowym, okresowym, o okresie 7" > 0.
Zaktadamy, ze réwnanie nieautonomiczne

(NODE) ¥ =t x)

ma wlasno$é istnienia i jednoznacznosci rozwiazan, czyli dla kazdego
to € R oraz xg € M istnieje jedyne rozwiazanie problemu Cauchy’ego

(Cauchy) {x’ = v(t,7)

LZ'(to) = 2

Niech ¢ bedzie lokalnym procesem na M, generowanym przez pole v,
tj. dla ktorego ¢, (w0) jest wartoscig rozwigzania uktadu (Cauchy)
w chwili ¢y +¢. Produkt R x M nazywamy rozszerzong przestrzenig fa-
zowq dla (NODE). Odwzorowanie Poincarégo P = ¢ 1y jest wowczas
dobrze zdefiniowane na pewnym otwartym podzbiorze M. Zauwazmy,
ze jezeli ® jest potokiem lokalnym na R x M generowanym przez

t'=1
¥ = f(t,z)
to @.(to, o) = (to +t, Qo) (0))-

Dla zbioru Z C R x M definiujemy jego przekroje czasowe
Zy={xeM: (t,x) € Z}.

Przez m; : Rx M — R oraz m, : R x M — M bedziemy oznaczaé
rzutowania na wspolrzedna czasowa i przestrzenna (rys. 10).

DEFINICJA 6.1. Zbior zwarty W C [0,T] x M nazywamy okre-
sowym segmentem izolujacym nad [0, T)] jesli jego zbiory wejscia i wyj-
scia W+ C W ze wzgledu na potok ® na R x M sg zwarte oraz
OW =W+t UW~, a ponadto
(s1) W, W# sa zwartymi ENR-ami,

39
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r R

RYSUNEK 10. Rzutowania w przestrzeni fazowe;.

(s2) istnieja WHT W~ zwarte podzbiory OW takie, ze
W= =({T}xWp)UW™",

W = ({0} x W) UW*,

(s3) Wo=Wrp, Wy~ =W, , W)™ =W;i",
(s4) istnieje homeomorfizm h : [0, 7] x Wy — W taki, ze m, 0o h = my
oraz

R((0,T] x W) = W+, h([0,T] x Wy—) = W~

Zbiory W~=, W*T nazywamy odpowiednio istotnym zbiorem wyj-
Scia 1 istotnym zbiorem wejscia. Zwroémy uwage, ze W jest blokiem
izolujacym dla potoku ® na rozszerzonej przestrzeni fazowej R x M.
Ponadto, invW = &. Przyktad segmentu izolujacego przedstawiony
jest na rys. 11.

Homeomorfizm h z wtasnosci (s4) indukuje homeomorfizm
m: (Wo, Wy ™) — (Wo, W5 ™)
przekroju zerowego segmentu izolujacego W przez
m(z) = 7w h(T,mh 1 (0,7)), x€ W,

Homeomorfizm m nazywamy odwzorowaniem monodromii segmentu W
(rys. 12). Mozna pokazac (patrz [S1]), ze odwzorowania monodromii
tego samego segmentu W naleza do tej samej klasy homotopii, wiec
izomorfizm indukowany w homologiach singularnych o wspoétczynni-
kach w Q

pw = H(m): HWy, Wy ) — HWy, Wy ™)

jest niezmiennikiem topologicznym W'.
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RYSUNEK 11. Segment izolujacy i jego elementy.

m(x)

T R
RYSUNEK 12. Odwzorowanie monodromii m.

PRZYKEAD 6.1. Rozwazmy dwa segmenty izolujace w przestrze-
ni fazowej R? x R, ktorych przekroje w 0 sa kwadratami (rys. 13).
Pierwszy segment odpowiada odwzorowaniu monodromii m; homoto-
pijnemu z identycznoscia, a wiec

g = H(my) = H(id) = 1d .

Drugi segment generuje odwzorowanie monodromii ms homotopijne
z obrotem o 180°.
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— | f

RYSUNEK 13. Dwa rézne segmenty izolujace o kwadra-
towym przekroju zerowym i ich odwzorowania monodro-
mii.

Dla okresowego segmentu izolujacego W definiujemy ciag liczb
Lefschetza

Ly = L(my), k=0,
Liczby te sa dobrze zdefiniowane, gdyz Wy, Wi~ sa zwartymi ENR-
ami, a zatem H(Wy, W3 7) jest typu skoriczonego.

PRZYKLAD 6.2. Znajdzmy ciagi liczb Lefschetza dla segmentow
z przyktadu 6.1.

. 1 0
L) =1L (1d (WO’W(?)) =tr[l] —tr [0 1] =—1,

L) = tr[1] — tr [‘i (1)} — 1.

Poniewaz

Vaew 1 =1 = id gy, iy = 13"
to ciag £1 = {L(u)*} jest staty, réwny {—1,—1,—1,...}, natomiast
ciag Lo = {L(p12)"*} jest okresowy o okresie 2, postaci {—1,1, —1,1,...}.

Przypusémy, ze U C W sa dwoma okresowymi segmentami izolu-
jacymi nad [0, 7] tego samego rownania (NODE) o tych samych prze-
krojach zerowych (rys. 14):

Uo = W, USE =Wy~ = idH(WO,Wg*)'
Nastepujace twierdzenie pochodzi z [W] (zob. tez [SW, SWZ|)

TWIERDZENIE 6.1. Istnieje zbior zwarty I C Wy niezmienniczy
dla odwzorowania Poincarégo P oraz ciggta funkcja g : I — Yo taka,
ze

cog=goP,
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0| T R

RYSUNEK 14. Dwa segmenty izolujace o réwnych prze-
krojach zerowych.

o tej wtasnosci, Ze z warunku L} # 0 wynika F(c}) # @ dla wszystkich
ciggow ¢ € Xs.

Zbior I definiuje sie jako zbior wszystkich punktow Wy, ktérych
cale trajektorie zawarte sa w wiekszym segmencie W:

I:= m {z € Wo i winr)(z) € WVt € [0,T]}

n=—oo

Widag¢, ze I C int W, oraz ze zbior [ jest zwarty.
Semisprzezenie g z powyzszego twierdzenia zilustrowane jest na

rys. 15.

M ] 0 o i

0 T 2T 3T 4Tfﬂ’3

RYSUNEK 15. Semisprzezenie g z twierdzenia 6.1. Jesli
orbita punktu x € [ opuszcza wewnetrzny segment U
na odcinku [KT, (k 4+ 1)T1, to g(z)r = 1. W przeciwnym
wypadku przypisujemy mu 0.

Bezposrednia konsekwencja wniosku 5.5 jest
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WNIOSEK 6.2. Jesli L(pw) # x(Uo, Uy ), to g jest suriekcjq
1 entropia topologiczna odwzorowania Poincarégo jest dodatnia. Ponad-
to, jezeli p > |L(pw) — x(Uo, Uy )| jest liczbg pierwszq, to F(cy) # @
dla kazdego n = p. W szczegolnosci rownanie (NODE) ma nieskoricze-
nie wiele geometrycznie roznych rozwigzan okresowych.

TWIERDZENIE 6.3. Przypusémy, ze Z CV sq dwoma T —okreso-
wymi segmentami izolujgecymi dla réwnania (NODE) o tej wtasnosci,
ze ciqgi Lefschetza {Li} = {L(u})iso, {L)} = {L(ki) a0 sa p-
okresowe, gdzie p jest liczbg pierwszq oraz

Kz o pv = IdH(ZO,ZO**)a LY # X(Z0, Zy 7).

Wowczas istnieje zwarty zbior I niezmienniczy dla F = P? oraz ciggla
suriekcja g : I — 3y taka, ze 00 g = go F|;. Co wiecej, dla wszystkich
ciggow ¢ € ¥a(n, k) istnieje x € F(c}), zaktadajac, ze n nie jest
nieparzystq wielokrotnosciq p. W szczegolnosci, entropia topologiczna
P jest dodatnia.

DowOD. Definiujemy okresowe segmenty izolujagce U C W na od-
cinku [0, 27" przez

v {Zt dla  t€[0,7]

, W, =V, dla tel0,27].
V, dla tel[T,27] e A 0, 27]

Spetnione sa wtasnosci puy = py o uy = Id H(UoUs) L W = pv © py,
a wiec z lematu 5.2 dostajemy

L(paw) = Lpyy) = L(pv) = L # x(Zo, Zy ~) = x(Us, U ™).
Poniewaz (2,p) = 1, to ciag Lefschetza {L}} zwiazany z segmentem
W jest rowniez p—okresowy, wiec mozemy znéw uzy¢ lematu 5.2, otrzy-
mujac

LV = =LY, A LY = \(Z0.Z)
Teraz wystarczy zastosowaé Propozycje 5.4 i twierdzenie 6.1. U

W nastepnych rozwazaniach skupimy si¢ na mocy zbioru F(c}) =
g~ () NP. Motywacja do tych rozwazani beda prace [OW1, OW2],
skad pochodzi pojecie chaosu dystrybucyjnego. Tam tez odsytamy czy-
telnika po definicje chaosu dystrybucyjnego. Tutaj krotko przypomne,
ze wedlug twierdzenia 4 w [OW1], jezeli g : I — X5 = {0, 1} jest
semisprzezeniem pomiedzy P a o oraz dla pewnego okresowego ciagu
c zachodzi

cardg~'(c) =1,
to P jest dystrybucyjnie chaotyczne i chaos dystrybucyjny jest jedno-
stajny.

W dowodzie nastepnej propozycji istotna role gra twierdzenie
Shuba—-Sullivana (por. [BB, SS, JM]), ktore tutaj przypomne.
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TWIERDZENIE 6.4 (Shub, Sullivan). Niech U C R™ bedzie zbio-
rem otwartym takim, ze0 € U, a f : U — R™ — funkcjq klasy C*. Jeze-
li 0 jest izolowanym punktem statym dla wszystkich iteracji f* (n € N),
to zbior indeksow punktow statych

{ind (f",0) : n € N}
jest ograniczony.

PROPOZYCIA 6.5. Zaldzmy, ze dla pewnego k > 1 ciag {L},;. }m>1
jest nieograniczony. Wtedy dla kazdego m—okresowego ciggu cj zbior
g () NP jest nieskoriczony.

mk
jest nieskoniczony. Przypusémy, ze jego moc jest ograniczona przez C':

card (U F(c%ﬁ)) <C.

m>=1

DowoD. Wystarczy pokazad, ze zbior (J,,s, F'(cnr) C F(cg) NP

Przypomnijmy, ze indeks punktu stalego ind (P", F'(c}})) jest do-
brze zdefiniowany oraz rowny Lj (|[W]).

Ustalmy mg > 11 x9 € F(c,.°}). Skoro zbiory F(c]'7) sa skon-

mo
czone 7z zalozenia, to xyg € F(c"0)) jest izolowanym punktem stalym

mmok
odwzorowania P™™" dla kazdego m > 1. Ponadto odwzorowanie Po-

incarégo P jest gladkie, a zatem z twierdzenia Shuba-Sullivana ciag
indeksow punktow statych

ind ((P™")™, {o})
jest ograniczony (a nawet okresowy). Ze skoriczonosci U, 5, F'(cir) ist-
nieje M > 0 takie, ze
lind ((P™™)™ z)| < M

dla kazdego m > 1ix € F(d'7). Z wlasnosci addytywnosci indeksu

punktu statego otrzymujemy
| Lyie| = lind (P™, F(cp))| < CM,

mk

i dostajemy sprzecznosé. 0

PRZYKLAD 6.3. Zatozmy, ze £ = { Ly} jest 2—okresowy oraz L, #
Lo. Wowczas, jak wynika z dowodu twierdzenia 5.8 mamy

e= (2" N L —Ly) dla mk>1,

a wiec dla kazdego k > 1 ciag {LZ ,} jest nieograniczony. Z Propozycji
6.5 wynika zatem, ze

card (g7 (c}) NP) = oo,
dla wszystkich n—okresowych ciagow ¢} € ¥a(n, k) ik > 1.
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W pracach [SW, OW1, OW2| mozna znalez¢ rozwazania doty-
czace uktadu okresowego na ptaszczyznie, postaci
2 =Z(1 + |z]%e™)

Stamtad pochodzi tez twierdzenie, ze dla odpowiednio matych 0 < 7
istnieja okresowe segmenty izolujace U C W, dla ktoérych Wy = Uy,
Wy~ =U, " oraz

po =id g vy = iy = 1d, Lo = Lpw) =1, Lo= L(id) = —1,

a wiec odwzorowanie Poincarégo P jest semisprzezone z o przez g.
Ponadto w [OW 1] udowodniono, ze

card g~ 1(0°) =1,
a zatem odwzorowanie Poincarégo P jest dystrybucyjnie chaotyczne
(patrz twierdzenie 4 w [OW1]). Z Propozycji 6.5 wynika, ze nie istnieje
inny ciag okresowy c o tej wlasnosci, ze g~1(c) jest zbiorem skoriczonym.

WNIOSEK 6.6. Zatdzmy, ze pewien cigg Lefschetza L jest m-—
okresowy (m > 1). Wtedy card (P N g~'(1%°)) = oo, wiec istnieje nie-
skonczenie wiele okresowych rozwigzan, kodowanych ciggiem 1°°.

DowoOD. Z Propozycji 5.1 wynika, ze ciag L£* jest nieograniczony,
a zatem teza wynika z Propozycji 6.5. U
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2. Dwupunktowe problemy brzegowe

Niech W bedzie okresowym segmentem izolujacym. Dla homeo-
morfizmu b : (Wy, W, ™) — (Wy, Wy 7), zbadamy istnienie rozwiazan
dwupunktowego problemu brzegowego postaci

x’ = f(t,x)
z(0) =0b(z(nT)) dla neN’
Nastepujace twierdzenie pochodzi z [S3]:

TWIERDZENIE 6.7. Jezeli W jest okresowym segmentem izolujg-
cym nad [0,T] dla rownania (NODE), to zbior

FW.b) ={z € M:boyppr(z) =z, VLE0,T]: pou(z)€ Wi}

jest zwarty i otwarty w zbiorze punktow statych b o @ 1), a indeks
punktu statego F'(W,b) dla odwzorowania bo @1y jest dany wzorem

ind (b o w(o,1y, F(W,b)) = L(b, o pw).

Wprowadzimy teraz operacje sklejania dwoch okresowych seg-
mentéw izolujacych Z i V' majacych te same przekroje w 0, tj. dla
ktorych (Zy, Z&) = (Vo, Vi) (rys. 16). Definiujemy nowy segment izo-
lujacy ZV okresowy nad [0, 27"] wzorem

ZV ={(t,x) € [0,2T| x M : x € Z, dla t€[0,T],

xeVir dla tell,2T]}.

MA

0 T ZT; R

RYSUNEK 16. Sklejenie dwoch segmentéw izolujacych Z
iV.
Dla V(1),...,V(r) — okresowych segmentéw izolujacych nad

[0, T], majacych te same przekroje w 0 mozemy analogicznie zdefinio-
waé nowy segment izolujacy V' (1)...V(r), okresowy nad [0,r7] jako

V()...V(r):=(V(1)...V(r—=1)) V(r).
Mozna sprawdzié, ze

Hv(1)..V(r) = Hv(r) © - O 1y (1)-
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Jesli Z(1) = ... = Z(r) =V, to oznaczamy V" := Z(1)... Z(r).

Niech teraz U C W beda dwoma okresowymi segmentami izolu-
jacymi nad [0, 7| dla réwnania (NODE) takimi, ze

Uo = W, USE = Woia po = id H(Wo,Wy ™)

Z dowodu twierdzenia Wazewskiego (por. [SWZ|) wynika, ze funkcja
czasu pierwszego wyjscia
o :Up2x —sup{t 2 0:Vs €[0,] ©0s)(2) € Usmoar} € [0, +0]
jest ciagta.

Niech (V(0),...,V(n—1)) bedzie skoniczonym ciagiem segmentow
UiW,tj. V(i) € {U, W}. Oznaczamy
Ju:i={x € FOW™b) : ofi(x) > T}, Jy :={x € F(W",b) : o (x) < T},
Jv(©).vin—1) = {x € FW™,b) : Vk € {0,...,n=1} ¢y (z) € Jyp}-

Glownym rezultatem tego rozdziatu jest nastepujace

TWIERDZENIE 6.8. Przypusémy, ze okresowy segment izolujgcy
W wystepuje w ciggu V(0)...V(n — 1) doktadnie k razy. Wowczas

k

. n (K

ind (b o o 1) Jv)..v(n-1) = Y _(=1)* Z(Z>L(b* © fiy)-
=0

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie stwierdza w istocie, ze dla
ciggu £ = {L(b,ou%,)} indeks punktu statego ind (bo(o. 1y Jv(0)..v(n-1))

wyraza sie przez cigg dualny £* do ciggu L.

DowoOD. Dla k£ = 0, mamy V(0)...V(n — 1) = U™ oraz Jyn =
F(U™b), a wiec z twierdzenia 6.7 dostajemy

ind (b o {7y, F(U",b)) = L(bs o pry) = L(b.).

Dla k > 1 dowod przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na k.

Skoro segmenty U, W maja réwne sekcje zerowe, to off(x) # T
dlaz e F(W™b), aw konsekwencp zbiory Jy(o)..v(n—1) dla wszystkich
mozliwych n—ciagéw ztozonych z segmentow U 1 W tworza zwarte,
roztaczne pokrycie zbioru F(W",b).

Niech £ = 11in > 1. Poniewaz F(U",b) = Jyn oraz Jy(o)..v(n-1)
stanowia zwarte, roztaczne pokrycie F'(V(0)...V(n—1),b), to z twier-
dzenia 6.7 i wlasnosci addytywnosci indeksu punktu statego dostajemy

L(b @) MV(O) V(n—1) ) ind (b @) 907(10 T) F(V(O) Ce V(n — 1), b)) =
md(bOSOOT FU", b)) + nd(bOSO(OT Jv(0)..v(n— 1)):
L(bsopy)+ind (bo @?OT Jv(0) ...V(n—1)>:
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skad wynika teza, gdyz pv(o)..v(n—1) = pw 1 py jest identycznoscia.

Zalozmy teraz, ze wzor zachodzi dla 1 < k < n. Udowodnimy go
dla k + 1.

Ustalmy ciag (V(0),...,V(n—1)), w ktorym jest dokladnie k41
symboli W. Z twierdzenia 6.7 i wlasnosci piy(o)..v(n—1) = u’{}fl dostaje-
my
(3) ind (bo @l 1y, F(V(0)...V(n—1),b)) = L(bs o ™).

Przez I' oznaczamy zbior wszystkich ciagow (Z(0),...,Z(n — 1)), dla
ktorych V(i) = U pociaga za soba Z(i) = U, a W pojawia si¢ w okresie
[ razy dla pewnego [ € {0,...,k}. Z whasnosci addytywnosci otrzymu-
Jemy
ind (b o (g 7y, F(V(0)...V(n—1),b)) =
= ind (bOQO?O,T)a JV(O)...V(n—1)) + Z ind (bOSO?o,T), JZ(O)...Z(n—1))-
2(0)...Z(n—1)er

Stosujemy krok indukeyjny dla réwnania (3) i otrzymujemy:

ind (bo QD?O,Ty JV(O)...V(n—l)) =

Looouli) = (") e () eie o) =

5=0 =0

Sy ("7 1) e-eni

=0

PRZYKLAD 6.4. Jako zastosowanie rozwazmy wiekszy segment
W, dla ktorego ud, = id H(Wo, W) czyli ktorego ciag Lefschetza £ =
L(pk,) jest 3-okresowy.

Niech b = m : (Wy, Wy ) — (Wo, Wy ) bedzie odwzorowaniem
monodromii zwiazanym z W. Wtedy b, = puw i z twierdzenia 6.8 do-
stajemy

k
. n - k
(4) ind (m o (o1, v(0)..V(n-1)) = § (—1)F l(l> Lt

=0

gdzie (V(0),...,V(n —1)) jest ciagiem segmentow U i W o dokladnie
k symbolach WW.

Udowodnimy nastepujacy



2. DWUPUNKTOWE PROBLEMY BRZEGOWE 50

WNIOSEK 6.9. Przypusémy, ze p3y, = idH(WO’WO—), Ly # 0 oraz
Ly # Ly. Niech (V(0),V(1),V(2),V(3)) bedzie ciggiem segmentéw U
i W, w ktorym W pojawia sie doktadnie k € {0,2,3,4} razy. Wtedy
istnieje x € Wy takie, ze
a) QO(()J) € Wt mod T dla t € [O,4T],
b) mogeary(z) =z,
c) jesli V(i) = U, to dlat € [iT, (i + 1)T]
SO(O,t) (Q?) € Ut mod T';
d) jesli V(i) = W, to dla pewnego t; € (iT, (i + 1)T")
©0,0(%) & Ut mod T -
W szczegolnosci problem
= f(t,x)
2(0) = m(x(4T))
ma co nagmniej 12 geometrycznie roznych rozwigzan.

DowoOD. Ciag { Ly} jest 3-okresowy, wiec z lematu 5.2 musi zacho-
dzi¢ Ly = L. Bezposrednie przeksztalcenie wzoru (4) daje

([, dla k=
0 dla k=1
ind (m o (o1, voyvmveve) = § Lo — L dla k=2,
6(Lo— L)  dla k=
3(Li— L) dla k=4

skad wynika teza. U

Z rozwazani w pracy [SWZ| wynika, ze okresowe rownanie na
plaszczyznie
(SWZ) 2 =721+ |2|%e"™)
spetia zatozenia wniosku 6.9 dla odpowiednio matych parametrow x >
0. Okresowe segmenty izolujace U i W nad [0, 2] konstruowane dla tego

rOwnania maja przekroje zerowe o ksztalcie szesciokatow, pogladowo
przedstawione na rys. 17.
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RYSUNEK 17. Segmenty izolujace U i W dla réwnania (SWZ).
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3. Dyskretny indeks Conleya i dynamika chaotyczna

Niech X bedzie lokalnie zwartym, metrycznym ENR-em, a f :
X — X — homeomorfizmem.

Zwarty zbior N C X nazywamy blokiem izolujgcym dla f, jezeli
fTHN)N NN f(N) CintN.
Oznaczamy dodatkowo N~ = N \ f~!(int (N)). Zbiér niezmienniczy
I :=inv (N) := [,z f"(N), bedacy czescia niezmienniczg bloku izo-
lujacego N nazywamy zbiorem niezmienniczym izolowanym.

Przez H oznacza¢ bedziemy funktor kohomologii Alexandera—
Spaniera o wspolczynnikach wymiernych. Definiujemy tez funkcje

fn:(N,NT) 32— f(x) € (NUF(NT),N"UF(NT)),
in:(NNNT)ex—axe (NUF(NT),N"Uf(N7)).

Z wlasnosci silnego wycinania wynika, ze ¢y indukuje izomorfizm
w kohomologiach Alexandera—Spaniera. Endomorfizm

v = H(fx)o H(iy) ™ : HIN,N™) — H(N,N")

nazywamy odwzorowaniem indeksowym na N.

Nastepujace twierdzenie pochodzi z [MrW]|:
TWIERDZENIE 6.10. Niech M C N bedqg dwoma blokami izolujg-
cymi dla f o wtasnosciach:
o Xu = id gvn-) oraz xn jest izomorfizmem,
o (N NMN f~Y(N) Cint(M),
o f(N\ fl(int(M))NMCN-,
o wszystkie inkluzje
(M,MNN")— (N,N7),
(N, N7) = (N, N\ f~'(int (M))),
(M,MNN~)— (M,M™),
(M, M7) < (N, N\ f~(int (M)))
indukujq izomorfizmy w kohomologiach Alexandera—Spaniera.
Wtedy dla cze$ci niezmienniczej I = inv (N) istnieje ciggla funkcja
g: 1 — X5 o wlasnosciach:
e gofli=0o0y
e dla kazdego ciggu ¢} € Yo(n, k) istnieje x € g *(c) taki, ze
f"(x) = z, o ile Ly # 0, gdzie {L;} jest ciggiem dualnym
do ciggu Lefschetza {Ly} = {L(X%)} zwigzanego 2 wickszym
blokiem izolujgcym N.

Zastosowaniem wniosku 5.5 jest nastepujacy:



4. METODA PRZEKROJOW POSREDNICH 53

WNIOSEK 6.11. Jesli L(xny) # xX(N,N7), to g jest suriekcjaq,
a entropia topologiczna f jest dodatnia. Ponadto, jesli p > |L(xn) —
X(N,N7)| jest liczbg pierwszq, to F(cy) # @ dla wszystkich n > p.
W konsekwencji f ma nieskoniczenie wiele punktow okresowych.

4. Metoda przekrojow posrednich

W ostatnim rozdziale oméwimy pewne aspekty metody sekcji po-
srednich wykrywania chaotycznej dynamiki wprowadzonej w [M].

Motywacja dla tej metody w [M] byto badanie dynamiki réwnania
(Mr) 2= (1+e""z*z, zeC.

Roéwnanie to rozwazano rowniez w [SW, WZ| za pomoca me-
tod topologicznych wiazacych pojecie okresowego segmentu izolujacego
i klasycznej analizy oszacowan. Wystepowanie dynamiki symbolicznej
zostato wykazane dla parametrow n z zakresu n € (0,0.495]. Pdzniej
wynik zostal poprawiony w [OW2| na wartosci € (0,0.5044]. Uktad
dynamiczny generowany przez to réwnanie trudno bada¢ metodami sy-
mulacji komputerowej. Wykazuje ono bowiem bardzo szybka ekspansje
i wiekszos¢ orbit ucieka do nieskonczonosci w bardzo krotkim czasie.
Metoda Mrozka pozwala na obejscie tego problemu przy wykorzysta-
niu czesciowych przekrojow Poincarégo. Gléownym rezultatem pracy
[M] jest wykazanie chaotycznego zachowania réwnania (Mr) dlan = 1.

Przyblizymy najpierw krotko metode Mrozka i wykazemy jej po-
wigzania z metodami przedstawionymi w tej pracy. Przez reszte roz-
dzialu bedziemy traktowaé¢ odwzorowanie Poincarégo jako generator
dyskretnego uktadu dynamicznego. Zaczniemy od przypomnienia pod-
stawowych pojec¢ teorii dyskretnego indeksu Conleya.

Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia metryczna, a f :
X — X homeomorfizmem. Mowimy, ze zbior S C X jest niezmienniczy
jezeli f(S) = S.Dla N C X definiujemy jego cze$é niezmienniczq przez
inv (V) := ez (V). Méwimy, ze S C X jest zbiorem niezmienniczym
izolowanym, jezeli posiada zwarte otoczenie N takie, ze S = inv (N).
Wtedy N nazywamy otoczeniem izolujgcym dla S.

DEFINICJA 6.2. Niech N C X bedzie otoczeniem izolujacym, a S
jego czescia niezmiennicza. Pare zbioréw zwartych P = (P, P) takich,
ze P, C Py C N nazywamy parq indeksowq, jezeli
(pil) f(P) NP C Py,

(pi2) PN (f(P)\ P) C P,

Zauwazmy, ze f indukuje w parze indeksowej odwzorowanie

fpi (P, P) 32— f(z) € (RUf(P), RU(f(A)\ ).
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Ponadto, inkluzja

ip: (P, P) — (PUf(P),RU(f(P)\P)

indukuje izomorfizm w kohomologiach Alexandera—Spaniera. Odwzo-
rowanie

Xp = fpo(ip)™ : H'(Pi, P) — H*(Py, Py)

nazywamy odwzorowaniem indeksowym dla P. Dowodzi sie, ze jesli
X jest ENR-em, a S — izolowanym zbiorem niezmienniczym, to S N
Fix (f) jest izolowanym zbiorem punktow stalych i zachodzi

ind (S, f) := ind (f, S N Fix (f)) = L(xp),

dla dowolnej pary indeksowej dla S.

Dla pewnego n € N, rozwazmy teraz rodzine parami roztacznych
zwartych przestrzeni metrycznych {X;}icz, oraz homeomorfizmy f; :
X, = Xy dlad € Z,. Oznaczmy P := f, 10...0 fy : Xog — X,
a takze

n—1 n—1
xX=Jx f=Jr:x->Xx
i=0 =0

Dla A C X bedziemy uzywaé oznaczenia A; = AN X;. Przestrzen
X wyposazamy w topologie w sposob nastepujacy: zbior U C X jest
otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy U, jest otwarty dla kazdego i € Z,.
Zauwazmy, ze

[(Xi) C Xiqa, i € L.

DEFINICJA 6.3. Niech N C X bedzie blokiem izolujacym dla
f, czyli N jest zwarty oraz f~'(N)N NN f(N) C int(N). Wtedy
S = inv (N) jest zbiorem niezmienniczym izolowanym. Powiemy, ze
para zwarta (N, N¢) jest parg blokowq dla f i N, jezeli
(pb1) F(N)NN =2,
(pb2) f(N)NON C N¢,
(pb3) N¢ C ON.

Latwo sprawdzi¢, ze para blokowa jest para indeksowa. Niech
xy : H*(N,N¢) — H*(N,N¢) bedzie odwzorowaniem indeksowym
zwiazanym z para blokowa (N, N¢). Wowczas

o (H (N NO)) € HY (Niaa, Ny, i €2,
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Niech yy, := XN‘H*(Ni,Nf)-
Poniewaz H*(N, N¢) = @?;01 H*(N;, Nf), to

(2

0 0 XN,_1
X Ny 0 0
XN = 0 XN, 0
0 «v+ XNp_o 0

Zatem Y\ jest macierza diagonalna, gdzie

aip = Xanl Ce XNo'

Niech S = inv (N, f). Wowczas S jest izolowanym zbiorem nie-
zmienniczym dla f™ oraz

X(S, f") = x (S, f)".
Mozna sprawdzi¢, ze zbiory X; sa niezmiennicze wzgledem f". Zatem
kazdy ze zbiorow S; jest niezmienniczy wzgledem f" oraz

X(S()7 fn|X0) = XNn—1 -+ XNo-
W szczegblnosci

ind (SO, fn|Xo) - L(XNn_1 s XN0)~

Niech W bedzie ENR-em, a ¢ — T—okresowym procesem global-
nym na X, czyli
Py(s,2) = (s + 1, 9(s0(2)),
jest potokiem na R x W i ¢ = @41 dla wszystkich s, ¢. Przez
P = por) : W — W oznaczmy odwzorowanie Poincarégo.

OBSERWACJA 6.12. W praktyce proces ¢ i odpowiadajacy mu
potok ® w rozszerzonej przestrzeni fazowej R x M jest generowany
przez okresowe w czasie pole wektorowe v : R x M — T'M na pew-
nej rozmaitosci riemannowskiej M. Zwykle pole wektorowe v generuje
tylko proces lokalny ¢ i w konsekwencji lokalny potok @, poniewaz roz-
wigzania problemu Cauchy’ego sa zdefiniowane na pewnym otwartym
otoczeniu 0. Mozna obejs¢ te trudno$¢ w sposéb nastepujacy: niech
W C M bedzie zwartym zbiorem takim, ze R x W jest zbiorem Wa-
zewskiego, tj. funkcja pierwszego wyjscia

of W xR 3 (x,t) = sup{s = 0: ([0, s], (x,t)) CR x W
jest ciagla. Definiujemy potok ® na R x W przez
(s, (x,1)) dla s < oyl (2, 1),

(s, (z,1)) = { (s = oy (1), (R (0 (2, 1)), B(2,1)))
w przeciwnym wypadku.
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Wowczas ® jest dobrze zdefiniowany, a kazda orbita potoku ® zawarta
w int 5, (W) x R jest rowniez orbita potoku ®.

Dla ustalonych n, p € N oznaczamy
ng{t: (ti)iGZn 0=tg<t1 <...<tp1 <pT}
Dla t € TP kladziemy |t| = n. Dla ciaggow t € TP i s € T2 definiujemy

ich sklejenie st € TEL przez
t;, dla i<n
(8t>z = .
Si—n + PT, w przeciwnym wypadku.

Zauwazmy, ze dla kazdego p € N istnieje potok indukowany ® na
W x Sip, gdzie Sy = [0,pT]/~, a relacja ,,~” identyfikuje 0 i pT'.

Ustalmy ¢ € T?. Niech X! =W x {t;} oraz

ft Xt _>th+1

1
oznacza, czqsmowe odwzorowanie Poincarégo. Niech X* = I, X! oraz
=Uis i

Zauwazmy, ze (f')"|x; = PP.

Niech t € T} i s € TL. Przypusémy, ze N C X' jest blokiem
izolujacym dla f*, a M C X* — blokiem izolujacym dla f*. Oznaczamy
SN = inv (N, ft)(), SM = inv (M, fs)().

Zalozmy, ze
1) MO N07
2) Sy C SN,
Widzimy, ze Sy i Sy sa izolowanymi zbiorami niezmienniczymi wzgle-
dem, odpowiednio, (f*)"|x: = P i (f*)™|x; = P, zatem 3) ma sens.

Niech
]:SN, I():SM, 1128\80

Mozna sprawdzié¢, ze I; jest zwarty (por. lemat 6 w [MW]). Zdefiniujmy
ciggte przeksztatcenie g : [ — Y5 przez

g(z);=j < P(x)el;, i€Z, je{0,1}
Ustalmy ¢} € ¥9. Glownym rezultatem tego rozdziatu jest naste-
pujaca

PROPOZYCJA 6.13. Niech L bedzie ciggiem Lefschetza zwigzanym
2 x(Sn, P), a L* — jego ciggiem dualnym. Wowczas

ind (P", F(cy)) = Lj.
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DoOwOD. Majac A € X'i B C X* definiujemy sklejenie BA C X*
przez
A dl '
(BA), = a 1< n
B;_, w przeciwnym wypadku

Dla ustalonego ciagu ¢ i j zdefiniujmy 7 : Z,, — {t, s}

L Js dla () =M
T(])_{t dla (¢}); =N

Bedziemy identyfikowaé 7 ze sklejeniem 7(n — 1)...7(0).

Niech K = K71 K7 oznacza odpowiednie sklejenie blo-
kéw izolujacych M i N. Poniewaz My = Ny, to K jest rowniez blo-
kiem izolujacym dla f7. W szczegélnosci Ky = Ny = M. Niech Sk =
inv (K, f7)o. Wtedy Sk jest izolowanym zbiorem niezmienniczym dla
P = (77", oraz

ind (Sx, P") = L(Xjr|-1--- X0) = L(xXN) = Lg.

Dla k = 0, dostajemy ind (P", F(cy)) = ind (Sk, P") = L(xm) =

X(Mo, Mg) = Lo.

Dla k > 1 skorzystamy z indukcji ze wzgledu na k. Niech k£ = 1.
Skoro F(¢}) i F'(cy) stanowia zwarte, roztaczne pokrycie Sx NFix (P"),
to z wlasnosci addytywnosci indeksu punktu stalego dostajemy

Ly =ind (P", F(c})) +ind (P", F(c",0)) = ind (P", F(c})) + Lo,

skad wynika teza.

Zatozmy teraz, ze wzor zachodzi dla 1 < k < n. Udowodnimy

jego prawdziwosé dla k + 1. Niech
F'={q:0<l<n, ()i =0=(¢); =0} C %s.

Wowczas F(c,,)U UCF cr F(cl') jest zwartym, roztacznym pokry-
ciem Sk NFix (P™). Z wlasnosci addytywnosci indeksu punktu stalego
dostajemy

Lyt = ind (S, P") = ind (P", F(c,)) + Y _ ind (P", F(c})).
crel
Krok indukcyjny i bezposrednie przeliczenie daja
k

hn n 41\ o . .
ind (P, F()) = (%—Z( S )ZLS) .
=0

s=0
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