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Czas trwania: 180 minut
Nalezy rozwigzaé pieé z ponizszej listy zadari.

1. Znalez¢ wszystkie funkcje holomorficzne f : C — C takie, ze f(1—f(z)) =
f(z), z€C.

2. Dane niech bedg punkty P, ..., P, lezace na sferze jednostkowej
Si={(z,y,2) eR*:a? + ¢ + 22 =1}

w R3. Znalezé kres dolny i gorny zbioru
n
> (@ y,2) = Bl = (z,y,2) €85 ¢,
j=1

gdzie ||(z,y, 2)|| = V22 +y* + 22

3. Niech p bedzie miara nieujemna okreslona na o-algebrze zbioréw borelow-
skich w R? taka, ze p przyjmuje warto$é zero na zbiorach skonczonych oraz
miara dowolnego okregu o promieniu dodatnim jest skoriczong liczba dodatnig.
Wykazaé, ze p przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste nieujemne.

4. Ustawiamy 101 namagnesowanych sztabek zelaza jedna bezposrednio
za druga w rzedzie orientujac je niezaleznie i calkowicie losowo. Jednakowe
bieguny magneséw odpychaja sie, a przeciwne przyciagaja powodujac taczenie
sie sztabek w bloki. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang i wariancje liczby blokow.

5. Niech X bedzie dowolng ograniczong zmienna losowa, za$ f,g : R - R

niemalejacymi funkcjami mierzalnymi. Pokazaé, ze zmienne losowe f (X)ig (X)
sa dodatnio skorelowane, tj. E(f(X)g(X)) > E(f(X))E (¢(X)).

6. Niech f bedzie ciagla funkcja rzeczywista okreslona na przedziale [a, b] C
R, gdzie a < b taka, ze

b
/ f(@)z"dx =0 dlan=0,1,....

Pokazaé, ze f(x) =0, x € [a, b].

7. Niech f : R — R bedzie funkcja klasy C! taka, ze dla dowolnego t € R
|f'(t)] <k < 1. Niech F: R? — R? bedzie dane wzorem

F(l‘,y) = ('7; + f(y)’y+ f(l‘)), (xvy) € R



Pokazaé ze odwzorowanie F jest C'-dyfeomorfizmem R? na R2.

8. Dla jakich n € N istnieje macierz A € Mataxo(Z) taka, ze A™ = I, ale
A # 1o (Matoxa(Z) oznacza zbidr macierzy kwadratowych 2 x 2 o wyrazach
catkowitych, a Iy oznacza dwuwymiarowg macierz jednostkowa)?

9. Dla jakich n € N istnieje epimorfizm grup ¥, — Zg3, gdzie X,, oznacza
grupe permutacji zbioru n-elementowego.

10. Udowodnié, ze zwarta powierzchnia (zanurzona w R?®) ma punkt o do-
datniej krzywiznie Gaussa.

11. Niech b, ¢ € (0,00). Dla 2,y : R — R rozwiazan rownania
2" + b’ + cx = sin(t* + 1) — ¢,
obliczy¢ limy_, 4 o (z(t) — y(1)).
12. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R klasy C? takie, ze

@)= f(—z), zeR.

13. Proces stochastyczny {Y;};>0 ma dynamike dang wzorem
dY; = adt + bY dWr,

gdzie a, b sa stalymi rzeczywistymi oraz {W;};>o jest procesem Wienera. Jaka
dynamike ma proces {Z;};>¢ dany wzorem

Zt = e,tyf?

14. Niech (Xy,...,X,,) bedzie proba prosta z rozktadu wyktadniczego o
gestosci

1 T
o Xexp(fx) €T > 0,

Wykazaé, ze estymator A2 = % Dy X? wariancji jest estymatorem nieob-
ciazonym.



