Egzamin sprawdzajacy na studia doktoranckie z matematyki na UJ
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Czas trwania: 180 minut
Rozwigzac nalezy pie¢ dowolnie wybranych zadan.

1. (matematyka dyskretna) Niech a,b € Z, a # b, za§ A bedzie macierza
prostokatna o wymiarach 2" x n (n > 2) i o wyrazach réwnych a lub b,
w ktorej zadne dwa wiersze nie sa identyczne. Wykazaé, ze nastepujace
dwa warunki sg réwnowazne:

(a) {zeR": Az € 22"} = 7",
(b) la—b] =1.

2. (teoria mnogoéci) Dany niech bedzie zbidr nieprzeliczalny X. Wykazaé, ze
istnieje taki zbiér nieprzeliczalny J oraz taka rodzina zbioréw {X,},c s, ze
X;UX, =X 1X;\ Xy jest nieprzeliczalny dla dowolnych j,k € J, j # k,
oraz zbiér ﬂjeJ\{k} X jest przeliczalny dla dowolnego k € J.

3. (algebra) Znalezé liczbe klas sprzezonosci dla grupy symetrycznej Ss.

4. (algebra) Wyznaczyé wszystkie (z dokladnos$cia do izomorfizmu) grupy
abelowe rzedu 72 i dla kazdej z nich podaé¢ wszystkie przedstawienia
w postaci sumy prostej grup cyklicznych.
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5. (algebra liniowa) Obliczyé¢ | -1 2 1
-1 0 3

6. (analiza) Niech f : R — R bedzie ciagla funkcja okresowa o okresie T > 0.
Wykazaé istnienie granicy
T
lim f(az)dx

a— 00 0
i obliczy¢ jej wartosc.
7. (analiza/topologia) Niech g : R® — R™ bedzie funkcja klasy C* o po-

chodnej ograniczonej przez pewna stala M < 1 (to jest norma rézniczki
w kazdym punkcie jest ograniczona przez M). Uzasadnié, ze odwzorowanie

h:R*">z —z+g(z) e R"
jest homeomorfizmem i h~' spelnia warunek Lipschitza.

8. (analiza/réwnania rézniczkowe) Niech f = (fi, f2) : R2— R? bedzie funk-

cja klasy C'. Pokazaé, ze jezeli dla kazdego z € R? zachodzi
of1 of2
o —(z)>0
G @)+ 52> 0.

to réwnanie rézniczkowe z' = f (z) nie posiada niestacjonarnych rozwiazan
okresowych.



10.

11.

12.

. (analiza zespolona) Udowodnié, ze dla kazdego A > 1 réwnanie ze*~* = 1

ma doktadnie jeden pierwiastek w dysku jednostkowym I, i ze pierwiastek
ten jest rzeczywisty.

(rachunek prawdopodobienstwa/analiza funkcjonalna) Niech { X, }, oy be-
dzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych zbieznych wedlug prawdo-
podobienstwa do zmiennej losowej X. Pokazaé, ze X jest stala prawie
wszedzie.

(rachunek prawdopodobienistwa) Niech r € R bedzie mediana zmiennej lo-
sowej X, czyli liczba spelniajaca warunek: P (X <r) > 1/2iP(X >7r) >
1/2. Udowodni¢, ze jezeli E(X) = m < oo i D*(X) = 0% < oo, to
Ir —m| < ov2.

(procesy stochastyczne/matematyka finansowa) Niech {W;}:>¢ oznacza
(standardowy) proces Wienera. Pokazaé, ze proces M; = W2 — 3tW, jest
martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez {W}¢>o.



